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"4 matematica é o alfabeto com que Deus escreveu o mundo"
Galileu Galilei

22 FASE - 1° DIA

MATEMATICA
Determine o(s) valor(es) real(ais) de x tal(is) que
2 -1 0 0 O
-1 2 -1 0 O
x=[0 -1 2 -1 0
0O 0 -1 2 -
0 0 0 -1 x
Resolugéo
2 -1 0 0 O
-1 2 -1 0 O
SejaD=0 -1 2 -1 0
0 0 -1 2 -
0 0 0 -1 x
Fazendo Laplace na primeira linha, temos:
2 -1 0 O -1 -1 0 O
-1 2 -1 0 0 2 -1 0
D=2. _11+1. 1) _11+2.
(D 1 o 4TEUEYT g,
0 0 -1 x 0 0 -1 x
- - = - - =
A B

=2-A+B, em que, por Laplace:

2 -1 0| -1 -1 O
A=2-1-1 2 -1+|0 2 - :2(3x—2)+(—2x+1):4x—3
0 -1 x 0 -1 x

2 -1 0
B=(-1)-|-1 2 -1=2-3x
0 -1 x

Logo, D =2(4x—3)+2-3x=5x—4
Entdo, x=D < x=5x—4 < [x=1|

Seja S =(1+1tg(c)+sec(a))(1+cotg (o) —cossec(at)).

) , I R . km
Mostre que o valor de S é um nimero inteiro para todo valor do angulo o diferente de > com k e Ze calcule esse valor.



Resolucéo
O fato de o ser diferente de ?n com k inteiro, significa que tanto coso. quanto seno. sdo ndo nulos e, portanto, satisfazem

todas as condi¢des de existéncia das fungdes trigonométricas do problema.

Entdo,

senao 1 cosa 1
S=[1+ + 1+ - .
cosa.  cosa sena  sena

Portanto,

(sena +coso+1)(seno+cosa—1)

sena cosa

2
(seno+cosa) -1 _sen’ o, +c0s’ o +2sen o.cos o —1
Sen oL cos o Sen o.cos o '
2seno.cosa

Como sen” a.+cos’a.=1, entdo S =———— =2, provando que S tem um valor inteiro e igual a 2.
sen o.cosa

Isso resultaem S =

Determine a soma de todos os valores reais de k para os quais o sistema
1
X +2x+1+|y-2| =5

X +36y” =2(kx+72y)-140 = k*
possui solucdo Unica, sabendo que x, y € R

Resolucédo
\/x2+2x+1+|y—2|=% _ |x+]4+|y—2|:%
X2 +36y” = 2(kx+72y)-140-k* |(k—k) +36(y—-2)" =4
2 2
(x=x)" , (y=2) _

Y

A primeira equacéo representa um quadrado (quatro segmentos de reta), ao passo que a segunda representa uma elipse. Como
queremos uma Unica solugdo, temos que ter as duas figuras tangentes.

1A
A elipse tangencia o quadrado em dois casos:
— peladireita

k—2:—1<:> k:§
2 2

— pela esquerda
3 7

k—2=-"o|k=—t
2 2

Portanto, a soma dos possiveis valores k k é g—g = —g =



Sejam os numeros complexos z,, z,, ..., z, tais que suas partes reais e imaginarias formam, respectivamente, uma progresséo
aritmética e uma progressdo geométrica crescentes de nlmeros reais e de mesma razdo. Sabe-se que z =2+5i e

z, =m(i*" +5i"™") onde m e 7" e i’ =-1.

Considere S, :Esz e A, =32k.
55 53

SH_A'I

4m+1)

Calcule o valor de P = +1 em funcdo de n.

Resolucéo

Seja q a razdo da PA e da PG. Como a PA é crescente, entdo q>0. Como a PG é crescente e seu primeiro termo, que é 5, é
positivo, entdo q >1.

Entdo, z, =(2+q)+5qi, z, =(2+2q)+5q% e z, =(2+3q)+50°i .
Ao mesmo tempo, como m é um inteiro positivo, entdo i*" =1 e i*™ =i e, portanto, z, =m(1+5i)=m+5mi. A partir da
identidade polinomial, temos o seguinte sistema:

50° =5m
O que resulta em 5q° :5(2+3q):>q3—3q—2:0. Como -1 é raiz dessa equacdo polinomial, ela pode ser escrita como

{2+3q=m

(q +1)(q2 —q —2) =(q+1)"(q-2)=0. Como —1 n&o é uma raiz possivel, q=2.
Calculemos, entéo, as somas pedidas.

Iniciando por S :
C[2+(2+2:0)+(2+2-2)+..42+42-(n-1)] [242+2:(n-1)]'n n?4n

Re(S
( n) 5 2-5 5
54+5.2+5.2° +...+5.2"" . .
Im(S, )= =(1+2+..+2")i=(2"-1
m(S,) s |(+++ )|( )|
Calculando A :
2
A, :§(1+2+3+...+n)=§n(n2+1) _n 5+n
2 2
n +n+(2n_1)i_n +n
Entdo, P = —> 5 j1-2n.

Concluimos, portanto, que P =2".

As raizes da equagdo 4x> — 40x* +129x — 135 = 0 s&o os comprimentos dos lados de um triangulo em metros.
Determine a area deste triangulo.

Resolucéo

Vamos encontrar as raizes de 4x® — 40x? +129x —135.
Por inspecéo, 3 é uma raiz. Entdo,

| 4 -40 129 -135
3[4 28 45 || 0

As outras raizes vém de 4x* —28x+45=0.
A =28% —4x4x45 =64



5

x=28+8 //2
8 N

%

Portanto, os lados do tridngulo medem, em metros, 3, = e

N | ©
N | o

. Logo, o semiperimetro é p = %.(3+§+§) =5m.
A area do tridngulo é dada por

Jp(r=a)(p-b)(p-c) =\/5(5—3)(5—§)(5—§] _

f5x2x§x1 = ﬂm2
2 2 2

Dado um dodecaedro regular, escolnem-se 3 vértices ao acaso.
Calcule a probabilidade dos 3 vértices escolhidos pertencerem a uma mesma face.

Resolucéo
Um dodecaedro regular ¢ um poliedro de Platdo com 12 faces pentagonais.
Temos: 12-(5)=2- A e, portanto, A=30.

Usando a Relacéo de Euler (V +F = A+2), segue: [V = 20]
_ N° de casos favoraveis _ n,
n° de casos possiveis  n,

escolha de uma
das 12 faces

escolha de 3 dos
5vértices da face

n, :( ] : escolha de 3 vértices quaisquer entre os 20 possiveis.
3

2l 2l ww o

= = L|P==
20 ( 20! (20~19-18 19
3 317! 3-2:1

Seja um triangulo acutadngulo IME conforme a figura abaixo tal que IH =10, onde H e O sdo respectivamente seus ortocentro
e circuncentro, interiores ao triangulo e ndo pertencentes aos lados.

Calcule o0 angulo HEO, sabendo que os angulos EIH = 2HIO.
1



Resolucéo:

1)  Seja 1J um diametro da circunferéncia
circunscrita (centro O e raio R) ao AIME .
Aaltura IX ¢ isogonal 1J (basta ver que

90° - E

1JM = EX = E, por serem angulos
inscritos que enxergam 1M )

2) Seja HIO =p. Temos:
EIH=JIM = 2B (enunciado)
Além disso, OM1 =OIM =2
(AOIM é isosceles de base W)

3) Seja 13 um diametro da circunscrita
ao AIME. JOM = 4B (dngulo externo
no AOMI )

4) Sendo L o ponto médio de EM,

tracemos OL, (CT_ LEM e,
portanto, OL || IX). Resulta-se:
LOJ = X1J = B..OML = 90°— 58
5) AOEI : isésceles de base EI
(90°-5B)+ o =3P ..
6) Pelo estudo da reta de Euler (m)
Sabemos que IH =2-OL.

Sendo IH =10 =R, temos: OLz%

Sendo OL = %OM ,

segue:

3 90°—5B = 30°..

a.=8-(12°)-90°= 6°

90° - 5B

Sejam a, b, ¢ nimeros reais maiores que 1. Considere a expressdo:
XY+ yz+xz+2(x+y+2)+3
(x+1)(y+1)(z+1)

onde x = log, ab, y =log, ac, z = log, bc.
Prove que o valor de S é um namero inteiro e calcule este valor.

Resolucéo
Sejam loga=p, logb=q e logc=t. Dessa forma, sabemos que x = p:—q, y:pTth e z:q—H.
p
. : . (p+q+t)
Tem-se, entdo, que o denominador sera (x+1)(y+1)(z+1)= T

O produto notavel (p+q+t)=p°+q°+t*+3(p+q)(q+t)(p+t) também é conhecido.

Para o célculo do numerador, calculamos o termo xy +2x+1 separadamente:
p+gqp+t 2(p+a) ,_P(P+a)(P+t)+2pq(p+d)+pqt _ p+3p°q+2pg’ + p’t+2pat
t q t pat pat




Como o célculo dos outros termos — yz+2y+1 e xz+2z+1 — é analogo, o numerador serd igual a
(p*+°+t°)+3(p’a+a’t+t*p)+2(pa’ +qt* +tp* )+ ( p’t + 0’ p+t’q)+6 pat

pat
Colocando 3p e 3t em evidéncia e considerando 6pqt = 3pqt +3pqt, teremos:

p°+0° +t*+3p( pg+ pt+q” +qt)+3t( pg+ pt+q° +qt)

pat
Como pg+ pt+q°+qt=p(q+t)+q(q+t)=(p+q)(q+t), entdo o numerador serd igual a
p’+0°+t°+3(p+q)(a+t)(p+t) (p+q+t)

pat pat
Como o numerador e o denominador sdo iguais, concluimos que S =1, um valor inteiro.

3

Sejam P, um tetraedro regular e P, um prisma triangular reto. Ambos os poliedros possuem uma base comum, e a razdo entre as
areas totais de P, e P1 é 2.
Determine a razdo entre os volumes de P e P;.

Resolucéo

Sejam H e h, respectivamente, as alturas de P, (Prisma) e P;1 (Tetraedro). Seja S a area da base comum a P; e P;.
Temos:

V, _S-H _3H (1)
V1 Es.h h
3

Sejam S; e S; as areas totais de P, e P4, respectivamente. Seja ¢ a aresta do tetraedro, que coincide com a aresta da base triangular

de P,. Temos:
2 2
(2 s,=3-(-H+2. ‘/§=3-(Z.H+'€ 3
4 2
)2
3) sl=4~“f=M§
Sendo S, =2-S,, seque: H =% 4)
. ING .
Partindo do fato de que h = 5 temos, em conjunto com (1) e (4):
3 3
V._ T2 V._92
VRRE N
3
A
/ _
h— 16
3
B 5 G
3




Seja a equagdo (36x + 1)(27x + 3)(24x + 6)(18x + 3) = 189.
Determine as suas raizes reais.

Resolucéo

(36x+1)(27x +3)(24x +6)(18x +3) =189 <
(36x+1)%(36x+4)2(36x+9)%(36x+6) =189
(36x +1)(36x + 4)(36x +9)(36X + 6) = 756 < (sendo k = 36X)

(K +1)(k + 4)(k +9)(K +6) = 756 <=
(k? +10k +9)(k? +10k + 24) = 756.

Seja w=k? +10k +9. Entéo, temos w(w+15) = 756
w? +15w—756 =0
A =15% +4.756 = 3249 = 577
—15+57 — —36 (i)
2 21 (i)
(i) k? +10k +9=-36
k? +10k +45=0 A <0 Asoluco real.
(ii)k? +10k +9 = 21
k?+10k-12=0
A=100+48=148

k=_10i22\/§=—5i\/37:>k=_5ig/§

(solucbes reais)

Portanto, S = {_5 —3(;/? -5 +6\/§}
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