"A matemdtica é o alfabeto com que Deus escreveu o mundo”

Galileu Galilei

22 FASE
MATEMATICA

Calcule o (s) valor (es) de k real (is) para que o determinante da matriz abaixo seja igual a 24.

1 3 1 2
1 k 2
21 0 3
4 1 -1 3
Resolucao:
Sendo
13 1 2
1 k 2
A= 0 ,
21 0 3
4 1 -1 3
adicionando os elementos da 12 linha aos da 42 linha, obtém-se
1 312
1 k 0 2
detA=
2 10 3
5 405

Disso, aplicando-se o Teorema de Laplace com os elementos da 32 coluna, obtém-se:
1 k 2

detA=1-(-)"°]2 1 3|,
5 45

0 que implica detA = 5k — 1. Com isso, sendo detA = 24, 5k — 1 = 24, ou seja, k = 5. Assim, o Unico valor de k para o determinante de A ser 24 é k
=5.

Calcule os valores reais de x que completam a inequago ,/log,(x) +1 +%Iog1 (x%) +% > 0.
3

Resolucéo:

Seja a equacéo:

1 7
Jlog, x+1+=log, x> +=>0.
Os 3 g % 3
Fazendo as condigdes de existéncia:

x>0
X2 >0 X>
log, x+1>0

1



Seja log, X = y e sabendo que %Iog1 Xt = —%Iog3 X:

3
Jy+1—ﬂ+z>0.
3 3

2y -7
3

—>\y+1>
Temos, entdo, dois casos:

Caso 1;

yz-lezy—;7<0:

2y—3)_7<0—>2y<7—>y<%.

log, x < log, 3" —

1., .. - o y 1 %
Jay>—1representa X > 3 (j& feito na condicao de existéncia) . Temos, entéo, nesse Caso 1: 3 <x<3".

Caso 2;

y > -1, 2y3—7 >0e9(y+1) > (2y-7)?
Nesse caso, temos
y>-1—X >% Q)

2y_3—720_>X23% (I

9(y+1)>((2y-7)* > 4y* -37y+40>0

As solugdes para y sdo: — SIFHFHAAAP
i N
4

Entdo

5
—<y<8
4 y

— 3% <x<6561 (Il)
Fazendo (1) » (1) ~ (111), temos:

3% < x < 6561.
Unindo o Caso 1 ao Caso 2, temos

Resposta: S = {X eR /% <x< 6561}

Considere uma progressao aritmética (PA) de nimeros inteiros com razdo p > 2, seu primeiro termo maior do que 2 e seu Gltimo
termo menor do que 47. Retirando-se uma determinada quantidade de elementos da PA, recai-se em uma PG de 3 elementos e
razdo g > 2. Para p e q inteiros, p diferente de g, determine a PA cuja soma de seus elementos seja a maior possivel.

Resolucéo:

Sejam (a,,a,,...,a,) aPAe (b,b,,b,) a PG de razdes p e g, respectivamente. Como ¢ > 2, comegamos a analise com ¢ =3.

Notemos que, se q>4, entdo b,=q*-b >16b, >16-3=48, pois b >3, ja que a PAtem a >2 e razdo p>2. Isso nos gera uma situagio
impossivel.

Logo, .

Entdo PG (b, 3b, 9b))

Como a, <47, temos 9b, < 47 <

Mas b =a;, i€{l,2..n},coma >3.

Como p>2,temos a,=a +p>6.Comisso, b =a, €{3,4,5},jaque a,>a,,>..>a,>4a.



Sabemos que p>2 e p=q=3.Para p=4,temos a, =4, +(n—1)-4< 47 < n<11, pois 3<a <5. Para obtermos soma méxima da PA,
analisamos 0s trés casos abaixo:

(i) PA(3711..,45)—>9 £ PA

s, :(al+an)><g:46><l—;:23><ll

(i) PA(4,8,12,..,44) >12 e PA e 36 PA

s, :(a1+an)xg:48><1—;':24><11

(iii) PA(5,9,13,..,45) >15 £ PA

s, :(a1+an)><g:50><l—21:25><11

Logo, para p =4, a soma maxima é (4+ 44)><1—21 =24x11=264.

47-a, _47-3_
P

n<9

Para p>5,temos: a, =a,+(n-1)- p<47 < (n-1)<

S=(a1+an)xgs(3+46)x%<264.

Logo, a soma maxima da PA é, de fato, eaPAétalque a =4 e p=4, com 11 termos: (4,8,12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44) .

O polindmio 1-y+y*—y* +---—y* +y* pode ser escrito da seguinte forma a, +a, Xx+a, X* +a, x> +a, X* +---+a, X* +a,, x*°
emque Xx=Yy+1 e a, sdo constantes reais. Calcule o valor numérico de a, .

Resolucéo:

Sendo
p:y20_y19_’_._._yS_’»yZ_y_’_ll
com y=x-1, obtém-se

p:(x—l)20 —(x—l)19 +~-~—(x—1)3+(x—1)2 —(x-1)+1.

Lembrando que

(RIS

k-0
com k=0,1,---,m, tem-se que

or={57)-aa) L)1)

ou ainda,

M)

Assim, sabendo que
19 20 21
+ + = ,
3 3 4

)

conclui-se que

21
==, |

ou ainda, o, =-5985.

A4+ w+2i

Determine o lugar geométrico dos pontos h do plano complexo h = Wi emque weR e1* =-1.
i



Resolugao:

Seja h:w
2-wi

entdo h= 8

.(2+Wi)
(2+wi)

W2 +Aw+4 |
+ i

w’+4
w+a

X

w2+ 4
w ot
y

Temos entdo

8

w? +

X =

ying
y=1+—Y__ Comow? +4> 2wt -4(MAZ MG),
w2 +4

entdo W’ +4 > 4w =

. 16w
C , 1 )= (1
om isso, temos (y —1) WETWEET (1)
8—4x
>+ 4)=8 ? = 2
e x(W+4)=8=w . (2)
Substituindo (2) em (1), temos:
16-(8_4)()
(y-1)' = X =—x%+2x

8—4x
X

BEEE

entdo x* —2x+1+ (y ~1)’ =1=|(x-1) +(y -1)’ =1
Como 0<x<2e0<y<2.

Resposta: O lugar geométrico, no plano complexo, é uma circunferéncia de centro (1,1), raio 1, com excegéo do ponto (0,1).

A
Im \

.,

(1,1)
0,1)¢

Suponha que em cada pacote do cereal CROK contenha um cupom com uma das letras da palavra CROK. Um consumidor que
tenha todas as letras desse cereal ganha um pacote. Considere que todas as letras tenham a mesma probabilidade de aparecer no

pacote. Determine

a probabilidade de que um consumidor, que tenha comprado 10 pacotes desse cereal, ganhe pelo menos um

pacote.

Resolucéo:

Vamos calcular a probabilidade pedida por 1— P, em que P é a probabilidade de ndo formar CROK nos 10 pacotes.
Entio. P — nuamero de casos favoraveis

41
Para contar os casos de P, temos que contar o nimero de elementos de AuUBUC U D, , em que:
A:ndo recebe letra C
B : ndo recebe letra R
C :néo recebe letra O
D : ndo recebe letra K

, pois o total é 4%



n(A)=n(B)=n(C)=n(D)=3"
n(AnB)=n(AnC)=n(AnD)=n(BNC)=n(BND)=n(CND)=2"
n(AnBNC)=n(AnBND)=n(BNCND)=n(ANCND)=1
n(AnBNCND)=0 (impossivel)

Pelo principio da inclusdo e da exclusdo:
n(AUBUCUD)=4-3°-6-2+4

10 o 510 10_ 4. 20 p ol0 _
Logo, p:W e1-p=t 4 341+06 2 =4 - [78,06%

(8)

. (€)
Seja ABC um tridngulo tal que 2sen (A)—sen(B)—sen(C) =0. Prove que o valor de cotg 5 cotg " é um numero inteiro e 0
determine.
Observacdo: cotg (A) é a cotangente do angulo A
Resolucéo:
Tem-se que
2senA=senB + sené,
ou ainda,
2senA=2sen S C s B=C.
2 2
Com
senA= 25en§cos§ e A+B+C =180°,
obtém-se
4sen écos— =2sen 900—é cos B- C
2 2 2 2
. A A
Disso, sabendo que sen 900—E =cosE, tem-se que
cosé. Zsené—cos B-C|_ 0,
2 2 2
0 que implica
cos2 20 ou cosB=C = 2sen 2,
2 2
. A A _—
Considerando que 0°< 5 <900, cosE # 0., Isso significa que
B-C A
cos =2sen—.
2
Sendo
B . C
= cotg—cotg—,
y g > g 5
tem-se que
B C
COS— - COS—
y-—2—2.
B C
sen—-sen—
2 2
Contando que
B-C B+C B-C., B+C
B ¢ COST_COS 5 B8 ¢ COST+COS 5
sen—sen— = e C0S—CO0S— = ,
2 2 2 2 2 2



obtém-se

B-C B+C
cos +cos
y= 2
-C B+C
cos —Cos
2
Lembrando que
B¢ , A__B:iC_ A
cos =2sen— e Cos =sen—,
obtém-se
3sen—
y= ~
sen—

o0 que implica y =3. Assim, cotggcotg% é um namero inteiro tal que

B C
cotg—-cotg—=3.
g2 gz

Considere as retas que contém o ponto C(3,3) e interceptam os eixos coordenados x e y nos pontos A e B, respectivamente. O ponto
P pertence a reta AB, e sua distancia do ponto A é a terca parte do comprimento do segmento AB. Identifique o lugar geométrico do
ponto P e escreva a sua equagao.

Resolucao:

Como as retas interceptam 0s eixos X e y e passam por (3,3), necessariamente sdo inclinadas do tipoy = ax + b, coma = 0.

y=ax+b—CY 53-3a+b—[b=3-3a]

Entdo a equagdo dareta éy = ax + (3 - 3a)

Ponto A:y:Oax:E(pois a=0),
a

entdo Az(S—E,Oj .
a

Ponto B=x=0—-y=3-3a.
Entdo B=(0,3-3a).

Seja 0 segmento AB, caso o0 ponto P seja interno:

B
P
A
Como — =—, entdo
PA_L
B 2

ou seja, P divide o segmento AB na razéo de sec¢do interna k = %

Entao:




(3_§,o)+1.(o,3_3a)
a 2

P=
1+1
2
F-l2-21-a
a —_—
—<2 vy

X

Para encontrar o lugar geométrico:

x:2—g
a

y:l—a—>,entéo:

x=2—ﬁ—> (x=2)(y-1)=2

Caso P seja um ponto externo, temos:
B

A
P
PA_1
AB 3
!
PA_1
PB 4
Entéo
3 1
~ — [3-20/|-3(0,3-3
5_A—k‘B_( a’j 4(, a)
1-k L1
4
P= 4—5, a-1
a —
—— y
X
4
X=4-——
a o X=do—2 L (x—A)(y+1) =4
y+1
y=a-1

Resposta: O lugar geométrico é a unido de duas hipérboles equilateras de equagdes
x-2) (y-1)=2e (x-4) (y+1)=-4

Sejam os pontos D, E e F pertencentes, respectivamente, aos lados AB, BC e AC do tridngulo ABC, tais que BD = 3AD, AF =3CF e

PQR
CE = 3BE. Sendo P = AE CD, Q = AE UBF e R=BF CD, calcule {A(B?C}'

Observagéo: [XYZ] é a rea do triangulo XYZ.



Resolucao:

Considere a figura

No AAEC, com o teorema de Menelaus, obtém-se

AQ-BE-CF =AF-BC-QE.

Sendo AF =3CF e BC =4BE, conclui-se que AQ =12QE. Com isso, sendo [BQE]=x, [ABE]=13x. Com [ABE]|=13x e

BC =4BE, [ABC]=52x.

No ABFA, com o teorema de Menelaus, obtém-se

BR-CF-AD=BD-AC-RF.

Sendo BD =3AD e AC =4CF, conclui-se que BR =12RF. Com isso e considerando que [BFC] =13x, pois AC =4CF, é certo que

[RFC]=x.

No ACBD, com o teorema de Menelaus, obtém-se

CP-AD-BE=CE-AB-DP.

Sendo CE =3BE e AB =4AD, conclui-se que CP =12DP. Com isso e considerando que [CDA] =13x, pois AB =4AD, é certo dizer que

[DPA] = x.

Agora, levando-se em consideragdo que

[PQR]=[ABC]-[ABE]-[BFC]-[CDA]+[BQE]+[RFC]+[DPA],

obtém-se [PQR]=16x.

Assim,
[POR] _ 16x
[ABC] 52x

ou ainda,

[POR] _ 4

[ABC] 13

Um paralelepipedo obliquo ABCD - EFGH possui todas as arestas com comprimento a. O plano que contém ABFE forma um
angulo de 60° com o plano que contém ABCD. O angulo do vértice E da face ABFE é 120°. Se @ for o angulo do vértice E do
paralelogramo, contido na base superior EFGH do paralelepipedo, determine o volume do paralelepipedo em fung¢éo da aresta a e
do angulo 6.

Resolucéo:

, O ABF=120°, EAD = 60°= FBC "
FEH =9
Todas as arestas medem a

A" a D A, =a-h=[a’seno)




Altura: é a distancia entre as faces ABCD e EFGH. Comegamos com a altura partindo de E na face ADHE:
E H

a

60°
A K D ﬁzasenBO‘J:a—\f.

Agora, EK sera a hipotenusa para encontrarmos a altura do sélido.

8 O angulo E RO vale 60° pois é o mesmo de EAB = 180° - AEF = 60°.
H Logo, H = EK sen60° = :%a
A
K O

Portanto, o volume é

V=A 4= (azsene)(

3a j _ 3a’send
4 4
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