N I ' 'I E "A matematica é o alfabeto com que Deus escreveu o mundo"
Galileu Galilei

O segundo, o sétimo e o vigésimo sétimo termos de uma Progressé@o Aritmética (PA) de ndmeros inteiros, de razéo r,
formam, nesta ordem, uma Progressdo Geométrica (PG), de razdo ¢, com g e reIN" (natural diferente de zero).

Determine:
A) o menor valor possivel para a razéo r;
B) o valor do décimo oitavo termo da P4, para a condicdo do item a.

Resolugdo:

A PG(ay, a,+5r, a,+25r)
Simplificando a notacéo: a, =a
PG(a,a+5r, a+25r)
a+5r= a-(a+25r)

(a + Sr)2 =a’ +25ar
a*> +10ar +25¢* = a’ + 25ar

2512 =15ar:>r=3?a

Para a=5, r=3 é o menor valorde r.

B) a,=5r=3
a, =a,+16r
a,=5+16-3=53

, N I s a5 b
Os nimeros reais positivos x,, x, e x, sdo raizes da equagéo x” —ax’ =a —Ex, sendo beIN (natural), a e IR

b
2 2 2
(real) e a#1. Determine, em fungdo de a e b, o valor de log, l:)cl)cz)c3 (3, 4x, +x, ) } :

Resolugdio:

X +X,+x = I =a )
b
XX, + X, X5 + X,X _2.0
172 173 273 1 2
b
_—(—a )_ b
XXX, = =a
1
De (1) vem:

2_ 2
(q+x,+x,) =a
2 2 2 _ 2
X, + X, + X5 +2(xlx2+xlx3 +x2x3)—a
|
b
2

2 2 2 2
X +x,+xy=a b



Logo:
Y2+X2+Y2 b
log, [x,xz)«f}(xl + X, +x3)'1 2 ] =

b

=log, [a” -a"z"’} =

=log, (a“z )h =log,a” " = a’

Os &ngulos de um triGngulo obtusdngulo sdo 105°,a. e B . Sabendo que m e IR (real), determine:
A) s raizes da equacdo 3secx+m<x/§cosx—35enx): 3cosx++/3senx, em funcdo de m;

B) o valorde m para que a e B sejam raizes dessa equagéo.

Resolugdio:
A) 3secx+m(\/§cosx—3senx) = 3cosx ++/3senx

Dividido por cosx:
3sec2x+m(x/§—3tgx)=3+x/§tgx
Lembrando que sec’ x =1+tg’x:
3+3tg’x +my3 —3mtgx—3-3tgx=0
3tg2x—(3m+x/§)tgx+m\/§=0

 3m+B o +643m+3-123m

tgx 5
3m+x/§i (3m—x/§)2
tgx= 6
3m+\/§i(3m—x/§)
tgx = 5
NG}

tgx=m ou tgx:?

S:{xeR\x:arctgm+Kn ou x:%-kKn,VKeZ}

B) a=30°e a+B+105°=180°=p=45°
S 1gd45=m=>m=1.

Seja o numero complexo Z=a+bi, com a e belR (real) e i=~/-1. Determine o médulo de Z sabendo que
@' =3(1+ab’)
b =3(a’b-1)

Resolugdio:
Z =a+bi

A =(a+bi)3 = & +3a’bhi +3ab** + b1’

7’ =d’ -3ab’* +i(3a’b-b’)

Lembrando que @’ =3+3ab> e —b’ =-3a’b+3 vem:
7> =34+ 3ab* —3ab® +i(3a’h —3a’b +3)

7} =343

2| =3 +3" =18
Como \Z\:{/ﬂ vem: ‘Z‘:W:Q/ﬁ.



Uma pirémide regular triangular apresenta um volume ¥V . Determine o raio da circunferéncia circunscrita a uma das
faces laterais da pirdmide em funcéo de ¥, sabendo que o &ngulo do vértice vale 30°.

Resolugdio:
[-l-a
A é4rea da face lateral ¢ S = onde R é o raio da circunferéncia circunscrita.
30°
/
/
a
75°
a 750 /¢
Mas, {-l-a :€~€~sen30 —~Rea.
4R 2
Basta obter @ em funcéo do volume V.
r a
sen75° sen30°
74 —ﬂzé—a- 7\/64_\/5
Vo2 1 2
4 2

1
3 4 3
. a*N45+ 273 CRea 36V 12V
SANDEINS R4, =,
36 V454273 V54343




E dada uma pardbola de parémetro p . Traca-se a corda focal MN , que possui uma inclinacdo de 60° em relacdo ao
eixo de simetria da pardbola. A projecéo do ponto M sobre a diretriz é o ponto Q, e o prolongamento de corda MN
intercepta a diretriz no ponto R . Determine o perfmetro do triangulo MOR em funcdo do p, sabendo que N encontra-

se no interior do segmento MR .

Resolucdo:
M
X
F [
N P
p
o o o d

R A 0
FA=p
o+ 60°+90=180°=a =30°

FA
seno = ——=>sen30°=-L-= FR = 2p
FR FR

FA P
tga=—=tg30°=~—= AR = p-\3
SR TR TR P

Como M estd sobre a pardbola, MQ=MF =x .
Por F tracemos uma paralela & diretriz d :
B+90°+a =180° ¢ o =30°, logo f=60°.
MP=MQ-PQ=x—p

MP - 1 -
cosf=——=co0s60°= MZ, L =>x=2p
MF X X
senf :E:sen60°:3:>ﬁ:E:FP: 3
MF 2p 2 2p

Como FPQA é retangulo, AQ=FP=p3
Seja y o perimetro do triangulo MOR :
y=MQ+ AQ+ AR+ FR + MF

y=2p+px/§+px/§+2p+2p
y:6p+2px/§:2p(3+\/§)

Sejam r e seZ (inteiro). Prove que (2r+3s) é miltiplo de 17 se e somente se (97 +5s) é mltiplo de 17.

Resolugdo:
Prova da ida:

Se (2r+3s) é mdltiplo de 17, somar ou subtrair méltiplos de 17 gera outros multiplos.
2r+3s=0mod 17
2r+34r+3s+17s =0 mod 17
36r +20s =0 mod 17 (+4)
9r+5s=0mod 17

Prova da volta:

9r+5s=0mod 17 (x4)
36r+20s=0mod 17

36r —34r+20s—17s =0 mod 17
2r+3s=0mod 17

c.q.d



Calcule as raizes de f(x) em funggode a, b e ¢, sendo a, b, c e xeR (real) e f(x)=

QX %X o &
2 {8 & o

o o =
S o ®v Q

Resolugdo:

Seja A=

o o Q =
ST I Y
ISTEER- B SIS
% Q8 o0
—_
—_
|
—
|
—_

Notemos que detM =0 .
.'.detA=O<:>det(AM):0
Calculando 4-M :
x+a+b+c x+a-b-c x—-a+b-c x—-a-b+c
x+a+b+c x+a-b-c¢ —-x+a-b+c —-x+a+b-c
x+a+b+c —-x—a+b+c x—-a+b-c —-x+a+b-c
x+a+b+c —-x—a+b+c —-x+a-b+c x—-a-b+c
Logo a funcéo polinomial do quarto grau f(x)=det4 tem como raizes —a—b—c, b+c—a, a+c—b e a+b—c, valores de x que

anulam as colunas 1, 2, 3 e 4 respectivamente.

Considere uma reta r que passa pelo ponto P(2, 3). A reta r intercepta a curva x*—2xy—3»° =0 nos pontos 4 e B.

Determine:
a) o lugar geométrico definido pela curva;

b) als) possivel(is) equacdo(des) da reta r, sabendo que PA-PB=17.

Resolucdo:

a x*-2xy-1y*=0

y2 +2xy - =0
2x+/4x* +4x7
Y=

2
_ 2x+2x-42
2

y:(\/z—l)x ou y:—(\/§+l)x

Equacdes de duas retas perpendiculares, pois

(ﬁ—l)-[—(ﬁﬂ)}:—l.

y:(\/E—l)x

y73=m(x72)

Coordenadas de 4:
{y = (\/5 — l)x

y=mx—2m+3



3-2m 32 -3-2my2+2m

= e =
x/z—l—m Y x/z—l—m

Coordenadas de B:
{y = —(\/5 + l)x

y=mx—2m+3

_ 2m-3 C32+3-2m2-2m

C2+14m ©re V2+14+m

PA-PB=17
3-2m T+ W2-3-omf2+om LY [ 2m -3 _2j2+ Wa+3-om2-om )
\/— 1-m 2-1-m V2 +14m V2 +14m -

5 2\/— 5m 2m\/—) (+5+2\/§)2+(+5m+2mx/5)2

\/ 2-1-m )2 (\/5+1+m)2

=17

(s-242) ( 1+m) (5+2J§)2(1+m2)

(\/— 1- m («/§+1+m)2
(s-2v2)( 5+2\/_)(1+m)
‘\/——l—mH\/—+l+m‘
tem® =2 =1=mN2 +1+n]
1+m2=H:\/E—(l+m):|~|:\/5+(l+m):”

1+ m? =‘2—(1+m)2‘

1+m’ =[2=1-2m—m’|
1+m2=‘1—2m—m2‘

l+m? =1-2m—m* ou l+m* =—1+2m+m*
m*+m=0 ou m=1

m=0 ou m=-1 ou m=1

". As possiveis retas seriam:
y—3:0(x—2):>y:3
y—3=—1(x—2):>y=—x+5
y—3=1(x—2)2y=x+1

Os nove elementos de uma matriz M quadrada de ordem 3 séo preenchidos aleatoriamente com os némeros 1 ou -1,
com a mesma probabilidade de ocorréncia. Determine:

a) o maior valor possivel para o determinante de M;

b) a probabilidade de que o determinante de M tenha este valor maximo.

Resolugdo:

a) O determinante genérico é:
a b c
d e f|=aei+bfg+cdh— gec— hfa—idb
g h i

Com cada termo: aei, bfg, cdh,...,idb valendo +1.

E possivel o determinante ter valor 4, por exemplo,
I 1 1

-1 -1 1j=4.
1 -1 1

E impossivel valer 6, porque seria possivel que:

aei =1

bfg =1 = multiplicando: abcdefghi =1

cdh=1



gec=-1

hfa =1} = multiplicando: abcdefghi =-1  Absurdo.

idb=-1

Também é impossivel o resultado valer 5, porque sendo qualquer dos termos:
aei, bfg, cdh, — gec, — hfa, —idb

igual a =1, o méximo da soma 4 serd 4.

Considere os quatro vetores-linha v, v,, v;, v, :

(11, 1), (L1, =1), (1, =1,1), (-1, 1,1).

Qualquer matriz M pode ser representada escolhendo algum vetor para cada linha (com repeticéo), e escolhendo o sinal da linha

(vi ou—v;, para 1<i<4).

Sao possiveis, assim,

4 4 4 2 2 2
X X X X X

linhal linha?2 linha3 sinal  sinal sinal

linha 1 linha 2 linha 3

=512

matrizes diferentes.
Para que detM seja diferente de zero, devem-se escolher 3 vetores quaisquer, sem repeticéo, porque quaisquer 3 sé&o linearmente
independentes. Assim, as matrizes com detM # 0 s&o:

= 1x2.2.2= 1x 23
n C4’3><3,><2“2>‘2 4x3!x2
A probabilidade de detM néo ser nula é:

4312 6 3

4.4.4.2° 16 8

Note-se agora que o determinante ndo pode valer 2.
Caso isso ocorresse, seria possivel:

aei =1

bfg =1} = abcdefghi =1

cdh =1

gec=1

hfa =1 = abcdefghi=-1  Absurdo.

idb=-1

E também, a soma de 6 parcelas (1) ou (-1) ndo pode resultar impar.

Os resultados possiveis e ndo nulos sGo apenas 4 e —4, equiprovaveis por simetria. Assim, P'= g :%.
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