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"4 matematica é o alfabeto com que Deus escreveu o mundo
Galileu Galilei

apoio sem atrito

B

A figura acima mostra um sistema composto por uma parede vertical com altura H , uma barra com comprimento inicial
L, e uma mola. A barra estd apoiada em uma superficie horizontal sem atrito e presa no ponto 4 por um vinculo, de
forma que esta possa girar no plano da figura. A mola, inicialmente sem deformacao, estd conectada & parede vertical e
& barra.

Apés ser aquecida, a barra atinge um novo estado de equilibrio térmico e mecénico. Nessa situagdo a forca de reacdo
vertical no apoio B tem médulo igual a 30N . Determine a quantidade de calor recebida pela barra.

Dados:
e H=3m;
e L, =3\/§m;

* o peso da barra: P=30N;

¢ constante eldstica da mola: & =20N/m ;

. Pc 50+30V2
g0 32 |

aceleracdo da gravidade; e P é o peso da barra.

oules, onde ¢ é o calor especifico da barra; a é o coeficiente de dilatacdo linear da barra; g é a

Resolugdo:

Na nova situag@o a barra possui um comprimento L:

Nessa situacdo o torque total é nulo:
Z‘CA =0
—P~§-0059—F-H+NB~L-cos9=0 s —15L-cos0—-3F +30L-cos6=0 .. F=5LcosO (1)

E, sendo: F =kAx
.. 5LcosO =20Ax

. 5Lcos®=20(x—x,)



Onde:

L=H+x} . x,=3m
Portanto: 5Lcos®=20(x—3)
5x=20(x—3) Sox=4m

Dai: '=x’+H* .. L=5m (2)
E:AL=L-1,=(5-3V2) ()

Por outro lado, podemos calcular o calor e a dilatagéo da forma:
O=mc AB e AL=1L,-a.-AB

 O=me AL _mg-c AL
N Ly-a ga |\ L,

Lo-Fe AL
.Q_ga [Loj

10(5+3V2) (5-3v2)
Que resulta: Q= .

32 32
3

5
s 0 :;J (energia para aquecer a barra)

Trabalho realizado pela barra sobre a mola:
2
o g _20-1 0y
2 2
Assim, todo calor recebido vale:

QT:Q+T:10+%5:13,9J

7 7
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] > x[m] r ] > x[m]

Figura 1c

] > x[m]
0 02

Um corpo estd sobre um plano horizontal e ligado a uma mola. Ele comeca a ser observado quando a mola tem mdaxima
compressdo (Figura la). Durante a observacéo, verificou-se que, para a deformacéo nula da mola (em x=0), sua
velocidade é 5m/s (Figura 1b). Para x=0,2m (Figura lc), o corpo é liberado da mola a partir dessa posicéo e fica
submetido a uma forca de atrito até parar. Faca um grdfico da aceleracéo @ do corpo em funcdo da posicéo x,
registrando os valores de a e de x quando:

a) a observacédo se inicia;

b) a velocidade é mdaxima;

c) o corpo é liberado da mola;

d) o corpo para.

Dados:
* massa do corpo: 500g ;

¢ constante eldstica da mola: 50N/m ;
* coeficiente de atrito entre o plano e o corpo: 0,3.



Resolugdo:
Cdlculo da amplitude 4 do MHS.
No MHS, o sistema é conservativo, ou seja, a energia mecdnica é constante.

lkAz lm max
Vindx =4- \/7:14_‘} \/7
A=5,0- 0.5 5’O=0,5m

50 10
No MHS, temos:
x(1) = Acos(wt +¢)
a(t)=-o’ Acos(wt +¢) = -0’x(1)
x(t)

k k50
Como m:J—:mf =2 =-""-100
m m 0,5

a(t)z—lOOx(t)
A partir do momento que o corpo perde o contato com a mola, sua resultante é a forca de atrito cinético com a superficie.
Para x>0,2 m

Fr=—fc=-u,N=—p.-m-g

Fy=m-a

a=-u.-g=-0,3-10

a=-3,0m/s’

Calculo da velocidade com que o bloco deixa a mola.
b c

Ey, =E),

1 1 1

—mv2, =—kxp +=mv},

2 S2 2

0,5-5 =50-0,22+0,5-v2

12,5=2+0,5-v2

0,5-v2 =10,5

ve =21

Ve =21 mss

Cdlculo da distancia percorrida pelo corpo até parar.

Wi =AE. =E.~E;

~f-d =0-E;
d= Ec
fe
2
g=e 2L 2l 35,
2u.mg  2-0,3-10 6
=x,+d=0,2+3,5=3,7m
y a(m/s’)
L 50
3 9 0,2 3,7 _x(m)
-0,5 -3 Te d
—204+------2 : c (grafico fora de escala)




Uma carga positiva estd presa a um espelho plano. O espelho aproxima-se, sem rotacdo, com velocidade constante
paralela ao eixo x, de uma carga negativa, pendurada no teto por um fio inextensivel. No instante ilustrado na figura, a
carga negativa se move no sentido oposto ao da carga positiva, com a mesma velocidade escalar do espelho.
Determine, para esse instante:

a) as componentes x e y do vetor velocidade da imagem da carga negativa refletida no espelho;

b) as aceleracées tangencial e centripeta da carga negativa;

c) as componentes x e y do vetor aceleracdo da imagem da carga negativa refletida no espelho.

Dados:
* dngulo entre o eixo x e o espelho: o ;
* dngulo entre o eixo x e o segmento de reta formado pelas cargas: B;

¢ diferenca entre as coordenadas y das cargas: d ;

* comprimento do fio: L;
velocidade escalar do espelho: v;
* médulo das cargas elétricas: O ;

* massa da carga negativa: m;
constante elétrica do meio: K .

Resolugdio:

a) Observe a figura abaixo.
Nela, tomando o espelho como novo referencial inercial temos:
\

Z
T
— L
d, -
a ¢7-. r”//
d
P

D 90°+¢+B+(a—p)=180°
5 9=(90°-a)

() 90°+@+06+(90—a)=180
5 0=20-90°

Assim:
v, =2v-sen(2a—90°)=—2v-cos2a

Ve, =—2v- cos(2a.—90°) = —2v-sen2a.



Por fim:
Vi =V, =V,

ie,

SV =V Y,
v, =—2v-cos2a+v=v(l-2cos2a)
viev = vi\ - vev
Ly, =—2v-sen2a

b)  No instante representado, a forca centripeta vale:
Jp,=T+f,—P=T+ fsenfp-P

E escrita em funcéo dos dados:

2
my

f. = (que é a resultante em !)

E a aceleragdo centripeta:

v
a,=—
L
A forca resultante tangencial vale:
kQ* -sen’
£ =fcos[3:QTB-cosB
E a aceleracdo tangencial:
k 2
= 0 ~-sen’BcosP
m-L

c) Observando a figura e lembrando que o espelho é um referencial
inercial, temos:
a, =a, -cosO+a, -send

2 2
v ki
La, =—-sen2x— Qz -sen’B - cosP - cos 20
L mL
a, =a,-senb—a, -cosf
2 2
-v ki
L a, =——-cos2a— Q2 -sen’B-cosP-sen 20
’ L mL

De acordo com a figura acima, um raio luminoso que estava se propagando no ar penetra no dielétrico de um
capacitor, é refletido no centro de uma das placas, segundo um éngulo o, e deixa o dielétrico. A drea das placas é 4 e
o tempo que o raio luminoso passa no interior do dielétrico é ¢. Supondo que se trata de um capacitor ideal de placas
paralelas e que o dielétrico é um bloco de vidro que preenche totalmente o espaco entre as placas, determine a
capaciténcia do capacitor em picofarads.

Dados:

e A=1,0cm’

e t=20x10"s

e a=30°

* permissividade elétrica do vécuo: g, ~9,0x10™"*F/m

* velocidade da luz no vécuo: ¢ ~3,0x10°m/s
* indice de refracdo do vidro: n=1,5
¢ constante dielétrica do vidro: k£ =35,0



Resolugdo:

Velocidade do raio na placa de vidro:

n=-—
v
. 8
oy 823000 0t s
n 1,5

]

2a=v-t

52a=2,0-10-2,0-107 =4-10"m
a=2-10"m, e

d =asen30°=1-10"m

Céleulo da capaciténcia no capacitor:

ng;onde e=k-¢g,
d

©5,0-9-10.1-10"
1-10°*

C

=45.10°F =45pF

d = a sen 30°

Barra
metdlica

Pontos de
fixagdo da
armagdo no
cilindro

Base do
elevador




A figura acima apresenta um prisma apoiado em um elevador no interior de um cilindro de material isolante. Uma
armacéo, encostada no prisma, é composta por uma parte metdlica com resisténcia desprezivel em forma de “U” e por
uma barra metélica de 0,25m e resisténcia de 1 Q. Essa barra desliza ao longo da barra em “U”, mantendo o contato
elétrico. As extremidades da armacdo em “U” séo fixadas no cilindro, conforme a figura. Ao longo de todo o cilindro, um
fio é enrolado, formando uma bobina com 1000 espiras, perfazendo uma altura £ =0,8m, sendo alimentada por uma

3

10 . .
fonte, de modo que flua uma corrente de — A . O elevador sobe com velocidade constante v, de modo que seja
T

. " 2 . .
exercida sobre a barra metélica uma forca normal de TN. Determine a velocidade v.

Dados:

e as faces triangulares do prisma séo tridngulos reténgulos isésceles;
*  permeabilidade magnética do meio: p, =4r-10" Tm/A
Observacoes:

*  n&o hd atrito em nenhuma parte do sistema;

* a barra metélica é feita de material ndo magnético;

*  as espiras percorrem todo o cilindro.

Resolucdo:
Como a base do prisma é um tringulo equildtero, o tanto que o prisma anda para cima, a barra anda na horizontal sobre o U. Ou
seja, a velocidade horizontal da barra é igual & do elevador na vertical: v.
Cdlculo do campo magnético no solendide.
1000 ) 10°

B=pmni=4n-107-—— —=0,5T
8 m

Considerando o campo magnético produzido pela bobina para cima, a lei de Faraday nos leva a uma corrente induzida no circuito
fechado hachurado e a lei de Lenz nos leva a uma corrente induzida.
Circulando em sentido hordrio (visto de cima).

Ad A(BA
Como ¢, =—<I>:(7):BLg
At At At

€, =BLv;onde L=d=0,25m

g,
] _ Zind
Logo: i, = 2 e

F, (barra) = BiLsen90°

Forcas sobre a barra (vista A).

N
Fxﬁ
P

Vamos considerar que a normal é devido somente ao prisma e ndo & barra em forma de U.
F, =N_=N-cos45°

V2421

F

, N
4 2 4

Fm:B.Sﬂ.L:B.&.L
R R

B*L’v F, R
T

V=—"-"T —""
0,5%-0.25°
v=16m/s
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forno
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Uma fabrica foi multada pela prefeitura local, pois a temperatura externa da parede de um forno industrial encontrava-se
em um nivel superior ao previsto pelas normas de seguranca (Figura 1).

Para atender &s normas recomenda-se o seguinte procedimento (Figura 2):

A parede externa do forno deve ser recoberta com um material de condutividade térmica igual a 4% da parede do
forno. Isso faz com que a transferéncia de calor fique igual a 20% da original e que a reducéo de temperatura entre a
superficie inferna da parede do forno e a superficie externa do isolante fique 20% maior que a situacéo inicial.
Determine a razdo entre a espessura do isolante (e, ) e a espessura da parede do forno (e, ).

Resolugdo:
Considere a situagao inicial, semi-isolante.
prent
7
Lei de Fourier
k =k, (condutividade da parede do forno)

-A-AT,
J& com o isolante, temos: ¢, = k- A4-AT,
(e;+e)
Pelo enunciando, temos:
k, =0,04k,
(I)Z = 07 2¢1
AT, =1,2AT,
Temperatura
interna
do forno
g, = farA-AT,
e +e
p i AAT,
! ¢
g = AAL o AT +AT, = AT,
e.

i

d)i'ei +¢_/"e/' =¢2'(e./ +e")
koA kA kA

Em condutores em série: ¢, =¢, = [

ek, +ek

e te
ok,

k

2
_(ef-i—e,.)kikf
- ek, +ek,
(e,.+e,,)kikf' A-AT,
eikf+efki (ef+ei)

0.2 0,04k?
T (6,+0,04¢, )k,

2

, logo:

-4-1,2-AT; (1)

A

Parede

Isolante
Temperatura
externa
com isolante
el




k,-A-AT
mas ¢, =—-— (2)
er
Fazendo (1)+(2) , femos:
k,-A-AT, 0,24k, - A-AT,
e, - e +0,04e,
e, +0,04e,. :0,246/

¢=02¢, .-=0,2
s

A figura acima mostra um corpo sélido cilindrico de altura %, densidade p e drea da base 4, imerso em um liquido de
mesma densidade em um tanque também cilindrico com base interna de drea 44 . A partir do instante ¢ =0 (situacdo da
figura), o liquido passa a ser bombeado para fora do tanque a uma vazéo varidvel dada por U (¢) =bAt, onde b é uma

constante positiva.

Dados:

*  comprimento da corda entre os pontos B e C:L;

* densidade linear da corda entre os pontos B e C:pu;
*  aceleracdo gravitacional local: g .

Observacoes:

*  desconsidere o peso da corda no cdlculo da tracéo;

. a tensdo instantdnea na corda é a mesma em toda a sua extensédo.
Pede-se:

a) a expressdo do nivel y do liquido (onde y <#4) em funcéo do tempo;

b) a velocidade v(r) de um pulso ondulatério transversal, partindo do ponto B em =0, e sua respectiva posicdo
x(t);

c¢) arazdo L/h para que o pulso ondulatério transversal, partindo do ponto B em =0, chegue até C no mesmo
instante em que o nivel do liquido alcanca o ponto E .

Resolugdo:
a) Observe a figura:

T
1E
0
| X
y4
hl
P
y




O volume tofal retirado a partir de #, =0 até o instante ¢ é:

V=y(44—A4)=34y (com y<h)

E V pode ser encontrado da forma:
V:IU(t)dt:I(bAt)dt
0

Ou pela &rea do gréfico:

At L----

U@
2
e bAt
2
Assim
bAt
34
y(1)==5
b
y(t)==—(1)
Considerando a tenséo constante, a velocidade vale
T
y= |—
u

onde T=P-F
"T=p-A-h-g—p-A-(h-y)-g=pydg
Assim,

() ﬁ o

E, subsTlTUlndo :

,pAg bt fbApg (MUVI)
E como v,=0- bléﬁ =0, podemos fazer:
\I n

2

x(1)=x, + vyt L
2

sx()=1- bApg
24

No instante final t devemos ter:

x(t./'):L e y(t./'):h

Assim:
. [piog
L_x(t) Ty 24p
;_y(tf)_ bty
6
L [34pg
ho\ 2bn

10



Liguido 4 \

Tanque

O circuito apresentado na figura acima é composto por uma fonte de tensdo continua £, que alimenta um reostato
linear e as resisténcias R, e R,. No ponto C do reostato encontra-se fixo um baldo de massa m e volume V',

inicialmente na posicdo y=0. O sistema encontra-se imerso em um tanque, que contém um liquido isolante, de massa
especifica p . Entre os pontos C e D do sistema, encontra-se conectado um voltimetro ideal. No instante #=0, o baldo

é liberado e comeca a afundar no liquido.

Determine:

a) a leitura do voltimetro no instante em que o baldo é liberado;
b) a coordenada y em que a leitura do voltimetro é zero;

c) o tempo decorrido para que seja obtida a leitura indicada no item b ;

d) o valor da energia, em joules, dissipada no resistor R, , no intervalo de tempo calculado em ¢.
Dados:

*R =1kQ;

*R =3kQ;

¢ fonte de tenséo: E=10V;

* massa do baldo: m=50g;

¢ volume do baldo: ¥ =0,0001 n*;

* resisténcia fotal do resistor linear: R,, =10 kQ ;

* massa especifica do liquido: p =50 kg/m’;

* aceleracdo da gravidade: g =10 m/s’.

Resolugdo:

a) Na situagéo inicial, quando o baléo é solto, temos:

e 10KQ » D
10V| —

R, =3KQ

11



__E 10
R +R, (1+3)-10°

=2,5-10"A

)

A leitura do voltimetro é U, = R, -1,
U,=110".2,510"=2,5V =U,, =2,5V

b) Para que a leitura no voltimetro seja nula, o circuito deve formar uma ponte de Wheatstone equilibrada.
A
R,=R,+R, e RR,=R,R,
R, 1R, =3R,
< R, +3R, =10kQ
R, SR =25kQ e R, =75kQ

B

Como ele néo forneceu comprimento do resistor 4B, daremos como resposta:

1
y:ZL ;onde L comprimento de R, .

¢) Analisando o movimento do baléo:

E
P=m-g
P=0,050-10=0,5N
Baldo g - P Voo &
E=50-0,0001-10=0,05N
P

F,=P-E=0,5-0,05=0,45N
Fr=m-a=0,05-a

0,05a =0,45

s.a=9,0m/s

Como o bal&o parte do repouso, temos:
L,
Y=y +v0yt+5at

y:laz‘2

2
[ /2-%L\/f
Va 9 18
\F
St= =
18

d) A poténcia dissipada em R, independe da posicdo do reostato, jd que a bateria é ideal.
Assim: P,=R,-i2 =3-10°-(2,5-107)
P,=0,01875W =18,75mW

A energia dissipada por R, é dada por:

E2=P2-t:>E2=O,01875-\/£J

12



Liguido

Detector D

]

\ 4

Ar

Raio Raio Jenda

r 7y

A Figura mostra dois raios luminosos r e r,, de mesma frequéncia e inicialmente com diferenca de fase &,, ambos
incidindo perpendicularmente em uma das paredes de um reservatério que contém liquido.

O reservatério possui uma fenda de comprimento 4 preenchida pelo liquido, na direcéo de r, .

Determine o comprimento da fenda para que a diferenca de fase medida no Detector D entre os raios seja 3,.

Dados:

* indice de refracdo do liquido:n ;

* indice de refracdo da parede do reservatério: ny ;

* comprimento de onda dos raios luminosos no ar: A.

Observacao:
* considere o indice de refracdo da parede do reservatério maior que o indice de refracdo do liquido.

Resolugdo:
Observe a figura

Nela notamos que enquanto 1, percorre h, r, percorre (h+x) , ié que ny, > n. Portanto:

ix h=v,-At At:£=ﬁ~nR
Fg Vi c
1 c h ny g
! h+x=v-At=—-—ny,=—"-h Sox=hl—-1
5 ; n c n n
| Sendo que o atraso de fase equivalente a x vale ¢, tal que:
i o> x
i 27[—)&
1 n
‘ 2nhn( n
" "2 L= R
T (n j
E, por fim:
3, =08+¢
27th
. 82=81+L(nR—n)
A
. h:(82—81)-k
2n(ny —n)

13



0,6 uF A
H Circuito
+ capacitivo
5V

( \ X X X X X X X
12uF Ver detalhe X X X X X X X
ﬂ X X X X X X X
60 m/s - X X X X
RS S
OO X X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X

O carrinho D desloca-se com velocidade de 60 m/s na diregéo do carrinho E , que estd parado.

O corpo A possui uma carga elétrica idéntica & armazenada em um circuito capacitivo e estd apoiado sobre o
carrinho E , conforme a figura acima. Dé-se a colisdo dos dois carrinhos, com um coeficiente de restituicéo igual a 0,9.
Apds alguns segundos, o carrinho E para bruscamente e o corpo 4 penetra em uma regido em que existe um campo
magnético uniforme normal ao plano da figura, que o faz descrever um movimento helicoidal de raio 4,75 m.

Desprezando o efeito da massa de 4 na coliséo, determine a massa do carrinho E.
Dados:

* massa do carrinho D : mj, =2k ;

* massa do corpo 4:m, =4x10" kg ;

* campo magnético: B=16T.

Resolugdio:
Durante a coliséo, hé& conservagdo de quantidade de movimento, logo podemos escrever:

onzfo
mD 'VD +mEvE =mD 'V'D +mEV}5

52:60=2-v, +m,-v, (1)

E, usando o coeficiente de restituicdo:
e=E" VD

Vp = Vg
L 0,0="%

’ +60
LV —v, =54 (2)
Substituindo (2) em (1) temos:
my v, =120-2-v}

120-2(v,. —54

0-2nos)

Vi

Por fim, podemos calcular v, pelo movimento helicoidal' na regido de campo B:
my . RgB 4,75-q-16

DI LA )

qB m 4-10
E calculando a carga do circuito:

- 0,6p-1,2n _0,4uF
(0,6u+1,2u)

L 0=CV=04u-5=2uC (=q)

Substituindo em (4):
v, =38 m/s
E, por fim, substituindo em (3):
120 -2(38-54)
m,=————"-"
38
somp=4Kkg

14



1

O examinador comete um grave erro considerando a trajetéria helicoidal. Para que isso ocorresse deveriamos ter, por exemplo, um

B vertical.
Veja:

\<‘

Na situag@o descrita calculariamos a trajetéria através de matemdtica superior da forma:
A forca peso vale:

F, =—-mgk 4
A forca magnética vale: B
F, =0(v, j)x(-Bi) v,
y
E, pela 2° Lei de Newton: 5
md*r
=-mg+ QvxB
dr’ g+0 *
Qu:
d J P i j k
v v, v
m| —~i+—>=j+—=k|=-mgk+Q|v. v, v
[dt a ! J gh+Qive v, v,
-B 0 0

De onde obtemos:

x(t) =0
y(1)= %t+ [vo —%}(senw)

z(l)=(1—cosmt)[vo_%j

Que determinam como trajetéria resultante a composicdo de um MCU de raio

m m
[vo ——gj em torno de um ponto central que translada em y com velocidade v, =25
B

0B

Uma possivel trajetéria para Q>0 e v, =2v,. seria:

z

15
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