"4 matematica é o alfabeto com que Deus escreveu o mundo"
Galileu Galilei
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Sejom os conjuntes P,, P,, S, e S, fais que (P,nS)cPR, (RNS,)cPk, e (5,nS,)c(P,UP,). Demonsire que
(,nS,)=(PNPR,).

Resolugdo:

(R,nS) =R (1)
(RNS,)cPk, (2)
(8,nS,)=(RUR,) (3)

Se $,NS, =0, entdo segue que (S,NS,)=(RNP,).
Se §,NS, =, entdo existe XS, NS, e neste caso, por (3) , segue que Xe B UP,, ouseja, xeP, ou xeP,.
Se xe P, entdo xe PNS,, por (2) segue que xeP,, logo xePR,NP,.

Se xeP,, entdo xe P,NS,, por (l) segue que XeP,, logo xeP,NP,.
Destes resultados conclui-se que V x € S, NS, , implica que xe BNP,, ou sejo, (S,nS,)=(RNP,).

Trés dados iguais, honestos e com seis faces numeradas de um a seis sdo lancados simultaneamente. Determine a
probabilidade de que a soma dos resultados de dois quaisquer deles ser igual ao resultado do terceiro dado.

Resolugdio:

Sendo Q o espaco amostral e AcQ o evento “a soma dos resultados de dois dados quaisquer ser igual ao resultado do terceiro

dado”.
Desta forma, temos n(Q)=6°=216.

Contando os elementos do evento, temos:

3!
e Para os resultados 1,1e 2 temos —|:3 Casos

e Para os resultados 1, 2 e 3 temos 3!=6 casos
e Para os resultados 1,3 e 4 temos 3!=6 casos
e Para os resultados 1, 4 e 5 temos 3!=6 casos

e Para os resultados 1, 5e 6 temos 3!=6 casos
3!
e Para os resultados 2, 2 e 4 temos o =3 casos

e Para os resultados 2,3 e5 temos 3!=6 casos

e Para os resultados 2,4 e 6 temos 3!=6 casos

3!
e Para os resultados 3,3 e 6 temos 5=3 casos

Portanto N(A)=3+6+6+6+6+3+6+6+3=45
n(A) 45 5
(A =S 216 21




Considere as hipérboles que passam pelos pontos (—4,2) e (-1,-1) e apresentam diretriz na reta y = — 4. Determine a

equagdo do lugar geométrico formado pelos focos dessas hipérboles, associados a esta diretriz, e represente o mesmo
no plano cartesiano.

Resolucdo:

Seja e a excentricidade da hipérbole dada:
d, =e-d, :>J(x+4)2+(y—2)2 =e-6
doe =€-dgy = /(x+1)" +(y+1)" =e-3
.'.\/(x+4)2+(y—2)2 :2-\/(x+1)2+(y+1)2
(x+4)2+(y—2)2=4-((x+1)2+(y+1)2)
3x2+3y?+12y-12=0

X’ +y*+4y—4=0

X +y?+4y+4-4-4=0

X2 +(y+2)2 =8, que é a equacdo de uma circunferéncia de centro C(O,—Z) e raio R=24/2, cuja representacdo estd abaixo:
y

Lembrando que e>1:
(x+4)" +(y-2)" >6= (x+4)" +(y-2)" > 62
\/W>3:>(x+l)z +(y+1)° >3
Como as circunferéncias (x+4)° +(y-2)" =62, (x+1)" +(y+1)° =3* e x*+(y+2)’ =8 se inferceptam nos pontos

P[—1+3ﬁ —7+3\/7] . Q[—l—sﬁ 737

2 2 2 2 ] o lugar geométrico procurado se reduziria-se a um arco da circunferéncia de

equacdo X2 +(y+2)2 =8.

Por fim, como um foco néo deve pertencer a diretriz:



Seja x o valor do maior lado de um paralelogramo ABCD. A diagonal AC divide A em dois dngulos, iguais a 30° e 15°. A
projecdo de cada um dos quatro vértices sobre a reta suporte da diagonal que ndo o contém forma o quadrildtero
A’B’C’D’. Calcule o perimetro de A’B’C’D’.

Resolugdo:
Considere a figura abaixo:

Como ZAD'D = ZAA'D =90°, o quadrildtero AD'A'D é ciclico, entdo ZDA'D'=150°.
Dai #D'A'C'=30°.
Analogamente, o quadrildtero DD'C'C € ciclico e entdo ZB'A'C'=15°
Nao ¢ dificil perceber que A'B'C'D' serd um paralelogramo, semelhante ao inicial.
Da lei dos senos no triangulo ABC vem:
AC = X = AC = x\/z
sen135° sen30°
BC __ X BC-2x-sents?
senl5® sen30°
Do triangulo reténgulo AD’D obtemos:

3

AD'= AD-c0s30°=2x - senlSO-T = x\/§ -senl5°=B'C.

Assim:
B'D'=AC —2-AD'= x+/2 — 2x+/3 - sen15°=

:xﬁ—Zxﬁ[\/E;\/E]:X(A“/E_G\/E’Lz\/g]:x.[MJ :ﬁx(\/é—l)

4 2 2

Pela lei dos cossenos no trigngulo ABD :
DB? = (2xsen15°)2 +Xx?—2-(2x sen15°) - x - cOs45°=

:4x2(@]2+xz_4xz[\/g—\/§].£ :4X2[6—4\/§+2j2+1_(2\/§2_2]

4 2 4

- XZ[Z—\/§+1—\/§+1J - x2(4—2J§)= xz(\/§—1)2
Assim:

BD = x(ﬁ—l).

De onde a razdo de semelhanca entre os paralelogramos é:



502

BD 2
Portanto, o perimetro de A'B'C'D'serd:

2p:§(2x+4xsen15°)= x[\/ﬁ+2\/_ [[ \/—H [\/§+\/§—1J

A érea da superficie lateral de uma pirGmide quadrangular regular SABCD é duas vezes maior do que a drea de sua
base ABCD. Nas faces SAD e SDC tracam-se as medianas AQ e DP. Calcule o dngulo entre estas medianas.

Resolugdo:
z A
S
P
(0] b
D d >
\ \/C y
v
a
a B
A
x
a-b

4——=2.a>=bh=a
2

O AMNS é equilatero
Adotando o sistema de coordenadas da figura:
A(a,0,0)

B(a,a,0)
C(0,a,0)
0,0,0)

i
Q(j,
|

a aV3

2 2]

ponto médio de DS e P de CS:
a

4

7]

4

As direcées das medianas sdo dadas pelos vetores AQ e DP :

oot 31
4 4

4 4 4 4
5P - 3_0|7 083 )2 3a a3
4 4 4 4 4

Seja o o angulo entre as medianas, que s@o retas reversas:

3aa a3a ax/_ax/—

cosq = Q-DP _ 4474 4" 4 4

o T o] T )

5 caoeeo|)
coso=— ..o=arccos| —
13 13



v+ xy Xz
Demonstre que a matriz | xy  x*+72° yz |, onde X,Y,ze€IN, pode ser escrita como o quadrado de uma matriz
Xz yz  xP+y?

simétrica, com traco igual a zero, cujos elementos pertencem ao conjunto dos ndmeros naturais.
Obs: Traco de uma matriz é a soma dos elementos de sua diagonal principal.

Resolugdo:
Sendo A:(aij )3 ,@ matriz procurada com as caracteristicas do texto, temos @, +a,, +a,, =0, como g, €IN, i=1,2,3, segue

que g; =0, i=12,3.

y +2° Xy X2z
Como A?=| xy x*+2> yz |, segue que:
Xz yz o x2+y?

2

a12~a21+a13~a31:y2+22—>(a12) +(a13)2:y2+zz (1)
8y -8y, + 8508y =x"+7’ _>(aiz)z+(a23)z =x"+7" (2)
) +(a

a31~a13+a32~a23:x2+y2—>(a13 2+( 23)2:X2+y2 (3)

De (1), (2) e (3), temos: (6112)24-(a13)2+(a123)2:x2+y2+z2 (4)
1

(1)
De (4) e (1), segue que a,, =X
De (4) e (2), segue que a, =Y
De (4) e (3), segue que a, =12
0 z vy
Portanto: A={z 0 X
y x 0

Considere o conjunto de nimeros complexos E ={a+bw},onde a e b séo inteiros e @ =cis(2n/3). Seja o subconjunto
U ={aeE/3B<E no qual af =1}. Determine:

A) Os elementos do conjunto U.
B) Dois elementos pertencente ao conjunto Y = E—U tais que o produto seja um nimero primo.

Resolugdo:
a) Marcando alguns elementos do conjunto E, temos:

Im
0@)+1 ,20t2
® w+1 o+2
-1 1 Re
-1 ) —-o+1

Note que todo elemento ndo nulo de E tem médulo maior que ou igual a 1.

Para que aeU, devemos ter um BeE, tal que a-B=1. Logo |a||B| =1, ou sejq, |oc| :|[3| =1.

Como temos apenas 6 elementos de E com médulo 1, podemos testar as 6 possibilidades e verificar que as seis pertencem a U e séo
elas: ©, -1, -0-1,-o,le o+1.

“U={o-1-0-1-01 o0+l

b) Os dois elementos podem ser m+2e —w+1, pois

(o+ 2)~(—m+1):—m2—m+2:+%+§-i+%—g-i+2:3



. - 2 - , . . oy , , . . , .
Seja a equagdo p"+144=q°, onde n e g sGo nUmeros inteiros positivos e p € um ndmero primo. Determine os possiveis

valoresden, peq.

Resolugdo:
p'=0°-12"= p"=(q+12)(q-12) e q+12=p*(q-12) com aeN* ea <n

a :Q+—12s p? :1+i. Como p*eN* entdo
q-12 1

q-12€{1,2,3 4, 6,8,12, 24}. Sendo S =(p, q,n)e lembrando que p é primo verifica-se que:
i) q-12=1=q=13. Logo p"=25-1=5"=5,=(13,5,2) ou S,=(13,-5,2)
ii)g-12=3=q=15. Logo p"=27-3=3'=S5,=(153,4) ou S, =(15-3,4)

iii) -12=8=q=20. Logo p"=32-8=2°=S, =(20,2,8) ou S, =(20,-2,8)

p

tg(x)tg(y—-z)=a
Seja o sistema tg(y)tg(z—x):b, onde a, b, ¢, x, y, zeR. Determine as condicdes que a, b e ¢ devem
tg(z)tg(x-y)=c

satisfazer para que o sistema admita pelo menos uma solucéo.

Resolugdo:
Desenvolvendo:

tgx.{tgy—taﬂ}:a

1+tgy-tgz

s tgx-tgy—-tgx-tgz=a+a-tgy-tgz

Analogamente:

tgy-tgz—tgy-tgx=b+b-tgx-tgz
tgz-tgx—tgz-tgy=c+c-tgx-tgy

Chega-se ao sistema:
tgx-tgy—-tgx-tgz—a-tgy-tgz=a
—tgx-tgy—-b-tgx-tgz+tgy-tgz=b
—c-tgx-tgy+tgx-tgz—tgy-tgz=c

De incégnitas a=tgx-tgy, f=tgx-tgz e y=tgy-tgz

Nota-se que a=B=7=-1 é sempre solugdo, mas esta solugdo ndo convém se abc =0, pois

tgx-tgy=-1
tgx-tgz=-1, se nenhum pode ser nulo, implica tgx=tgy=tgz.
tgy-tgz=-1

De forma que o lado esquerdo de todas as equacées se reduz a zero, ja que tg(y—z)=tg(z—x)=tg(x-y)=0.

Assim, o determinante do sistema deve ser nulo para que ele possa ser indeterminado.

1 -1 -a
D=|-1 -b 1|=b+c+a+abc-1+1
- 1 -1

D=0=a+b+c=-abc

condicado

Analisemos o caso em que D=0, ou seja, abc=—-a-b-c

1 -1 -a aJ x(c)

-1 -b 1 b @)
|-¢ 1 -1 ¢
[ -1 —a a

0 -1-b 1-a a+b x(l—c)}
0 l1-¢ —l-ac ac+c|x(1+b)

1 -1 -a a
-1-b 1-a a+b
0 0 -a-b-c—-abc a+b+c+abc



0 -1-b 1-a a+b/|, que é um sistema possivel e indeterminado, admite solugdo.
0 0 0 0

Do exposto, concluimos que a+b+c=-abc.

. . 1 11 1 11 11 1 11 11 11 .
Considere a sequéncia: a, = EJFEE' a, = E+E EJFEE' a, = E+E E+E E+EE' ------ . Determine o produto

dos 20 primeiros termos desta sequéncia.

Resolugdo:
Notemos que:
a =§ =c0s30°, a, = % =C0s15°

Isto sugere uma sequéncia com &, =C0s7,5° efc.

Notando que €0s2x = cos? x —sen’ X,
cos2x =1-2cos’ X, para cosx >0,

1 cos2x
COSX=,|—+
2 2
Como a recorréncia dada no exercicio é:
1 1
an+l = E + E an

Podemos notar que se a, =cosx , entdo

1 1 X
a,, = /—+—cosx =C0S—
2 2 2

Desta forma tem-se:

a, =cos30°, a, =cos 30 , @, =Co0S 304
2 2"
20 termos
Assim, o produto buscado é P =c0s30°- cos 30 -Cos 30° . cos ?;?9
30° 30° 30°
Notando que 2cos 51 -sen o =senF,
30° 30° 30°
2co0s o -sen o =sen o etc. Teremos:
p.2% ~sen% =2%.¢0s30°- cos 30 -€0s 30° .. cos 3?9 -sen 3?9
2 2 2
p.2%® -sen% =2".c0s30°-cos 30 -COS 30° . cos 3?8 -sen 3?8
2 2 2
p.2% ~sen% = 2% .0830° 052 cos 0 ..... cos 3?7 -sen 3?7
2 2 2 2
P.2% .sen 3;?9 =2-¢0s30°-sen30°
P.2% .sen 3;?9 =sen60°
NI

=5a T [300)
2 sen(?;?gj
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