"A matematica é o alfabeto com que Deus escreveu o mundo"
Galileu Galilei

NOTACOES
R : conjunto dos nimeros reais
C : conjunto dos nimeros complexos
i : unidade imagindria: i* = -1
|Z| : médulo do nimero zeC
Re(z) : parte real do nimero zeC
Im(z) : parte imaginéria do nimero z e C
det 4 : determinante da matriz 4
tr 4 : traco da matriz quadrada 4, que é definido como a soma dos elementos da diagonal principal de 4 .

Poténcia de matriz: A' = 4, A = A-A,.., 4" = A" - 4, sendo 4 matriz quadrada e k inteiro positivo.
d(P,r) : disténcia do ponto P areta r

AB : segmento de extremidades nos pontos 4 e B

={xeR:a<x<bh}
={xeR:a<x<b}
={xeR:a<x<b}
={xeR:a<x<b}
X\Y ={xeXexgl}

a, =a,+a +a,+..+a,, sendo n infeiro ndo negativo

Observacdo: Os sistemas de coordenadas considerados sdo os cartesianos retangulares.

Considere as seguintes afirmacées sobre nimeros reais:
l. Se a expansdo decimal de x & infinita e periddica, entdo x é um nimero racional.

g 1 A2
. ;(ﬁ—l)\/z_”_l—%/?

1. lni/e_2+(log32)(log4 9) & um ndmero racional.

,

E (séo) verdadeira(s):

A) nenhuma.
B) apenas Il.
@) apenas | e Il.
D) apenas | e lll.

E) [, 1l elll.



Resolugao:
l. Verdadeira.
Il. Falsa, pois:

;(\/5—1)( ) N

2-22+1 3—2\/— 1-242
M. Verdadeira pois:

n3/e? +(log?)(log}) = Ine” + (log; ) log},
%1ﬂ€+(10g§)(210gzj %-ﬁ-]ogs log?
§+1:§e(@

Alternativa D

Sejom A4,B e C os subconjuntos de C definidos por A:{ze(C:|z+2—3i|<

C:{ZGC:22+62+IO:0} . Entéo, (A\B)mC é o conjunto

VIo}, B={zeC:|z+i]<7/2} e

A) {-1-3i,-1+3i}.
B) {-3—-i,-3+i}.
@) {-3+i}.

D) {-3-if.

E) {~1+3i}.
Resolugdio:

O conjunto 4 ¢é formando pelos nomeros complexos cujos afixos pertencem ao interior da circunferéncia de centro (-2,3) e raio V19 . O

. ) . . ) L . - .1 '
conjunto B é formando pelos nimeros complexos cujos afixos pertencem ao interior da circunferéncia de centro (0,—1) e raio — . A figura

ilustra o conjunto A\ B.

Considerando que as rafzes da equacdo z° +6z+10=0 sdo z=-3-i e z=-3+i, o conjunto C é {—3—

—3+i} . O dfixo do nimero

s . N .7 . ' , .
z=-3—i perfence ao interior da circunferéncia com centro (O,—l) e raio 3 Llogo, z=-3-ig A\ B . O afixo do nimero z=-3+]i

pertence ao interior da circunferéncia com centro (—2,3) e raio

raio %.Logo, z=-3+ie A\B assim, (A\B)NC={-3+i}.

Alternativa C

19 e néo pertence ao interior e nem & circunferéncia de centro (0,—1) e



_J , entdo o valor de 2 arcsen(Re(z))+5 arctg(Z Im(z)) é igual a

-3
3
T
B -,
) 3
o =
3
p i
3
E) om
3
Resolugdo:

1 \/5 10
= Y2 Usando cos0 +isen6 = cis(0)
1-3i

Comol+J§:2cm(§jel—Jﬁzz-a%égj

10
(m
2-cis| — 10
3 . [—4n
z=|——4 | =>z=|cis| —
. [ 5=m 3
2-cis| —
3

o)’ . 20m 2
—> ZzZ=|CIS— —>Z=CIS— = zZ =CIS—
3 3 3

1 3.
Sz=——+—Ii
2 2

Desta forma temos:

arcsen(Re(2)) = arcsen(_%] -

o3

arctg(2-Im(z)) = arctg(Z N3 ] = arctg(\/g) =
2

2-arcsen(Re(z))+5'arctg( ~Im(z))
2.(_5}5(5]: _m Sm_4x
6 3 3 3 3

Alternativa D

Seja C uma circunferéncia tangente simultaneamente as retas 7: 3x+4y—-4=0 e s:3x+4y—-19=0. A érea do circulo

determinado por C é igual a

A T
7
g AT
5
o >
2
p ¢
3
H 2T
4



Resolugao:
Identificando um ponto P na reta s de abscissa 0:

P(O;yl,)
s:3x+4y-19=0
3x,+4y,-19=0
3-0+4y,-19=0
L)

P4
Portanto: P(O; %)

Calculando a disténcia do ponto P até a reta r, que é a disténcia entre as duas retas:

‘3-o+4-(19j—4‘
L \4) |

d(P,r)=
(Pr) N+ 4
[19-4]
d(P,r)=2—1=3
( r) NG
Yy
C
19
S
4
r x

. , . A . 3
Raio do circulo é metade da distdncia entre as duas retas, ou seja, R ZE

Area do circulo

A=n-R=n 3 zzg—n
¢ 2 4

Alternativa E

Seja (a,,a,,a,,...) asequéncia definida da seguinte forma: @, =1, a4, =1e a, =a, , +a, , para n>3 . Considere as

n-1
afirmagées a seguir:

[ Existem trés termos consecutivos, a a,.,> a,.,, que, nesta ordem, formam uma progressdo geométrica.

p°
Il. a, é um ndmero primo.

M. Se n é miltiplo de 3, entdo a, é par.

E (sGo) verdadeira(s)

A) apenas Il.

B) apenas | e Il

@) apenas | e lll.
D) apenas Il e Ill.
E) [, 1l elll.



Resolucao:
A sequéncia definida na questdo é a sequéncia de Fibonacci. Seus 7 primeiros termos séo:
a=la,=1,a,=2,a,=3,a,=5,a,=8,a,=13

(I) FALSA. A sequéncia de Fibonacci é composta apenas por nimeros inteiros, {@ que cada elemento a partir do 3° é a soma dos dois
anteriores, que sdo inteiros.

Suponha que existam 3 termos consecutivos em PG, quais sejom a, ag e ag’. Pela definicdo da sequéncia:
J5+1
2

Como q¢Q e aeZ ,temos que a-q&7Z, o que é um absurdo. Logo ndo existem 3 termos em PG.
n VERDADEIRA, pois a, =13, que é primo.

11 VERDADEIRA. Sejam a,,_, impar e a,, par. Entdo:

31 = Ay + a3 € IMpar

an:aq+a:q2—q—1:0:>q:

A3y = ypyy + a3 € IMpar
3pp3 = G3pyn t A3y € PAr

A inducdo estd garantida pois a, =1 é impare a, =2 é par.

Alternativa D

b
Considere a equagéo

a —_————
1-x> x-1/2
l. Se a=1e b=2,entdo x=0 é uma solucdo da equacéo.

=5,com a e b nimeros inteiros positivos. Das afirmacées:

1
Il Se x é solucdo da equagdo, entdo xiE,xi—l e x=1.

2 - _
Il X =3 ndo pode ser solucéo da equacdo.

,

E (séo) verdadeira(s)

A) apenas Il.

B) apenas | e Il.
@) apenas | e lll.
D) apenas Il e Ill.
E) [, 1l elll.
Resolugdo:

1
Considerando x#1L,x#—-1 e x ¢E , a referida equacdo equivale a 10x” +(2b—5)x* +(2a -10)x +5-a—2b=0.
1)) Com a=1e b=2,10x  —x*-8x=0, ou ainda, x~(10x2 —x—8) =0. Isso implica que x=0 é uma solucéo da equagéo.
1
(I Como condicdo para que a equacdo tenha sentido, x#1,x= -1 e x ;tE .

(IIT) Dependendo dos valores de “a” e de “b”, 2 pode ser divisor do termo independente 5—a—2b, mas, ndo importa quais sejam os

valores de “a” e “b”, certamente, 3 ndo é divisor do coeficiente dominante 10. Isso implica que a equagdo nédo tem solucéo racional
2

X=—.

3
Diante do exposto, as trés afirmacdes sdo verdadeiras.

Alternativa E

Considere o polinémio p dado por p(x)=2x*+ax*+ bx—16, com a,be R . Sabendo-se que p admite raiz dupla e que 2 ¢

uma raiz de p, entdo o valor de b—a é igual a

A -36.
B) -12.
q 6.
D) 12.
E) 24.



Resolugao:
Sendo 5, r,, 1, asraizes de p, temos:

Se 2 for raiz dupla, teremos:
(=16)
2~2-r:—T:r:2,

o que faria com que p tivesse raiz tripla, que ndo é possivel.

Partindo do fato de 2 néo ser raiz tripla, temos r,=r,=r+#2 e =2, daf:
(-16)
rerl2=———_-=r=-2
2
Usando essas raizes, temos:
2:(2) +a(2) +b(2)-16=0=>4a+2b=0
2(=2) +a(=2)" +b(-2)~16=0=4a—2b =32
Resolvendo o sistema, temos a=4 e b=-8.
sb—a=-8—(4)=-12

Alternativa B

15
Seja p o polinbmio dado por p(x)zzoajxf,com a,eR,j=0,1,..,15 e a5 #0. Sabendo-se que i é uma raizde p e que
J=

p(2)=1, entdo o resto da divisdo do p pelo polinémio ¢, dado por g(x)=x’-2x*+x-2, éigual a

A e L
5 5
B) lx2 +l.
5 5
@) gx2 —g.
5 5
S
5 5
E) Ex2 —l.
5 5
Resolugao:

Analisemos as raizes de ¢(x)=x’—2x*+x-2.
Note-se que ¢q(i)=i'-2i*+i—2=0.
Portanto x, =i é raiz.

Como os coeficientes de g sdo reais, x, =—i também é raiz.
. b
Soma de Girard:  x, +x, +x, =——
a
i+(=i)+x, -2

X, =2

A respeito do polinémio p , é importante notar:

° ie (—i) s@o raizes comunsa p e ¢q .
° p tem coeficientes reais.
° p tem grau 15.

A divisdo de p por ¢ pode ser representada:
p(x)  ax)

ax* +bx+c L(x)

p(x)Eq(x)-L(x)+ax2 +bx+c

Note-se o resto com grau inferior ao grau de ¢ .

Segue:



. p(i)zq(i)L(i)—a+bi+c
s—a+bi+c=0
~b=0

° r(2)=q(2)L(2)+4a+2b+c
s4a+2b+c=1

Obtemos o sistema:
—a+c=0
4a+c=1

1

Donde a=c= 3

1 1
Assim, o resto é r(x):gx2 +g .

Alternativa B

Considere todos os tridngulos retdngulos com os lados medindo ~/a,2+/a e a. Dentre esses tridngulos, o de maior

hipotenusa tem seu menor dngulo, em radianos. igual a

A) arctgﬁ .
4
B) arctgﬁ .
3
@) arct 1
g 3
3
D arctg— .
) g5
4
E arctg— .
) g
Resolugdo:

Temos duas situacgdes:

[ 2\/;>\/; 2\/2

(o) =) +e :
4a=a+ad*

a=0 ou a=3, \/E

Logo a=3.

I, a>2Ja

Llogo a=5
Portanto o tringulo de maior hipotenusa tem a =35 e seu menor dngulo, em radianos, igual a arctg 5

Alternativa C



Os valores de x e [0,27[] que satisfazem a equagdo 2 senx—cosx =1 sdo

A) arccos ( 3 ] e m.

B) arcsen j

&
Q)  arcsen ( ;‘j

D) arccos[ ij
5
E) arccos (ij
5
Resolugdio:

_ P ) .
Tem-se cosx = 2senx—1 . Com a relacdo sen’x+cos’x=1, (2senx—1) +sen’x =1, ou ainda, senx-(Ssenx—4)=O. Disso, senx=0 ou

4 4 3
senng . Com senx=0, cosx=-1. Isso implica que x=7, j4 que x€ [0,271:]. Com senx=§ , cosx=g. Isso implica que

3
X =arccos| — |.
5

) . ) L 3
Assim, os valores que satisfazem a referida equacgéo sGo x=7 e x= arccos(g .

Alternativa A

Sejam o e B ndmeros reais tais que a,B,o+p e]O,Zn[ e satisfazem as equacdes

3
-

2 B

,o 4 4 LB
cos’ — = —cos* +— e cos’ = =—cos' =+
2 5 25 3 7 3

Entdo, o menor valor de cos(a+B) é igual a

A -1.
g V3
2
@) —Q.
2
1
D) ——.
) 2
E) 0
Resolucdo:
Usando cos{g):x na equacdo COS2[8JZECOS4[g]+l
2 2 5 2 5
Temos:
X = 4 2+1:4x —-5x+1=0
5 5

A=(-5)"-4-(4)-(1)=25-16=9

6\ _

2-4

x=1 ou le.
4

Para o caso x=1:

cos’ (gj =1= cos[g] =+]
2 1



Como a.€]0, 2n[ , segue que (%) €10, [, desta forma a equacdo cos(%) =1 ndo tem solucdo.

1
Para o caso x=—":
4
cos?| & :l:cos i :il
2 4 2 2
a o 1 a 7 2n o 1 o 2r 4n
Como | = |10, 7| , temos que cos| — |=— em —=—=a="-e cos| — |=—— em —="—=a=—.
2 2 2 2 3 3 2 2 2 3 3
Usando cos’ B =y na equacdo cos’ By_4 cos* B +é,femos:
2 3 7 7
2

4 3
==y +>=4y"-T7y+3=0
y 7y 7 Y y

A=(-7)" -4(4)(3)=1
:7i\ﬁ:>y:1 ou y:é
24 4

Para o caso y=1:

cos? (Ej =1= COS(EJ =+l
3 3

Como Be [0, 2Tc] , segue que [

w ™

b3

j: +1 néo tem solucdo.

w ™

Neste infervalo a equagéo cos(

Para o caso —E'
y=y

cos’ [E] _3 = COS(EJ = iﬁ
4 3

3 2
Como p € O,E , segue que cos B :£:>
3 3 3 2
E:EDB:E, e COS[BJ——\/g néo tem solucdo.
3 6 2 3 2
2n T
Para o caso a=— e B=—:
3 2
2n W n 3
cos(o+B)=cos| —+— |=cos| — |=——
3 2 6 2
47 T
Para o caso a=— e B=—:
3 2
cos(o+P)=cos ﬂ-&—E]:COS Hin :ﬁ
3 2 6 2

N

Portanto, o menor valor para cos(o+B) é —

Alternativa B

Seja 4 :(% )st a matriz tal que a, =27 (2, -1), 1<i,j<5. Considere as afirmagdes a seguir:
l. Os elementos de cada linha i formam uma progressdo aritmética de razédo 2'.

Il. Os elementos de cada coluna j formam uma progressdo geométrica de razéo 2.

[. tr 4 é um ndmero primo.

,

E (séo) verdadeira(s)

A) apenas |.

B) apenas | e ll.

@) apenas Il e Ill.
D) apenas | e lll.
E) [, 11elll.



Resolugao:
A matriz 4= (a.

U.)st definida por a, =2""-(2; 1) é:
1 3 5 7 9
2 10 14 18
A=|4 12 20 28 36
8§ 24 40 56 72
16 48 80 112 144
(1) Observamos que as linhas apresentam progressées aritméticas de razées 2,2°,2°,2* e 2°. Portanto, esse item & verdadeiro.

(I Observamos que todas as colunas apresentam progressées geométricas de razdo 2. Esse item também é verdadeiro.
(1 O traco de 4 é dado por: ird=1+6+20+56+144 =227, que é um nimero primo. Assim, o item Il também é verdadeiro.

Alternativa E

Considere a matriz M :(mi/.) , tal que m, = j—i+1,i,j=1,2. Sabeudo-se que

n 10
det(ZM" —n[ D =252,
= L1

2x

entdo o valor de n éigual a

A 4.
B) 5.
C 6.
D) 7.
E) 8.
Resolugao:
Temos

M ma ) (1m0 2-11) (12
> Amy my) 1=241 2-2+1) (0 1
1 2n
Provemos, por inducéo, que M" =[ ]

0 1

1 2k
Admitindo M* =(0 | ] temos:

iy (1 2)(1 2K)_(1 2k+2)_(1 2(k+)
"= “lo 1o 1)7lo 1 JTlo 1

1 21 1 2
Como M'= , segue que M" = "
0 1 0 1

Dessa maneira:

. ;:;M":((l) f}+[(l) Tj+((l) ?J++((l) 21’1)

Assim: n® +n* =252
n=6

Alternativa C

10



Considere os pontos 4=(0,-1),B=(0,5) e areta r:2x-3y+6=0. Das afirmacdes a seguir:

l. d(A,r):d(B,r).

Il. B é simétrico de 4 em relacgdo & reta 7.

. AB é base de um tringulo equildtero ABC, de vértice C :(— 3x/§,2) ou C= (3\/5,2).

,

E (sGo) verdadeira(s) apenas

AL
B) Il
Q) lell
D) lelll
E) lell
Resolugdo:
2:0-3-(-1)+6] 9
D d 4, r)=—F——=—=—7=
NP EEE SN ¥
2:0-3-(5)+6
a2 o
V22 +(-3) Vi3
Portanto, d(A4, r)=d(B, r). O item é VERDADEIRO
(1) Como Ae B sdo equidistantes de (r) entdo serdo pontos simétricos em relagéo a essa reta se AB for perpendicular a (r).

Como 4B é uma refa vertical e (r) ndo é uma reta horizontal, entéo néo séo perpendiculares.

Portanto, 4e B nd&o sdo simétricos em relacéo a (r)
O item é FALSO.
(I1T) O ponto C pertence & mediatriz de AB , de equacdo y =2, ou seja, é um ponto da forma (x.2).

Além disso como d(4, B) =6, entdo devemos ter d(4, C) =6, ou seja:

Jx=0Y +2+1)? =6

¥ +9=36=x=13/3
Assim, C:(3\/§, 2) ou C:(—sﬁ, 2)
O item & VERDADEIRO.

Alternativa D

25 —
Dados o ponto A:(4,?j e areta r:3x+4y—-12=0, considere o tridngulo de vértices ABC, cuja base BC estd contida

. = A s 25 - . ] - y .
em r e a medida dos lados 4B e AC é igual a i Entdo, a drea e o perimetro desse tringulo séo, respectivamente,

iguais a
.
3 3
B) 2eﬂ.
3 3
q 5,3
3 3
o BB
3 3
E) 2eﬂ.
3 3

11



Resolugao:

A distéincia do ponto 4 & reta r é a altura do triéngulo 4BC. Logo:

3-4+4-%—12‘ [5?0] 0
h= =h= =
NEwE 5 3

Como o tribngulo ABC é isésceles, temos:

2 2 2
[é) :(Ej +(EJ SBC B pess
6) 3 2 26

Desta forma:

2p:AB+AC+BC:§+§+5:@
6 6 3

Area =—3 =2
2 3

Alternativa E

Considere as afirmagdes a seguir:

I. O lugar geométrico do ponto médio de um segmento 4B, com comprimento ¢ fixado, cujos extremos se deslocam
livremente sobre os eixos coordenados é uma circunferéncia.

IIl. O lugar geométrico dos pontos (x,y) tais que 6x° +x’y—xy” —4x* —2xy = 0 & um conjunto finito no plano cartesiano
RZ
lil. Os pontos (2,3),(4,—1) e (3,1) perfencem a uma circunferéncia.

Destas, é (sao) verdadeira(s)

A) apenas |.
B) apenas Il.
@) apenas lll.
D) lell
E) lelll.
Resolugao:
L (Verdadeiro)
Sem perda de generalidade, analisemos o segmento abaixo:
Yy
B(0,y)

Mx,,y,)

x'

A(x,0)

senol =—

y=/{seno

X
CosOl = —

x=/cosd
X Yy
Como x == e ==, segue:

{ {
X, =—COSC, y, =—seno .
2 2

m

12



2
Entdo (x,)" +(»,) = Z(sen2 o+ cos’ oc)
[2

() ) =5

firi . . - L
Portanto o lugar geométrico procurado é uma circunferéncia de raio 5 e centro (0, 0).

1L (Falso). Colocando x em evidéncia.
x-(6x2 +xp—y° —4x—2x)=0
Portanto o par ordenado (0,y) satisfaz a equagéo, VyeR.

Logo, o conjunto & infinito.

II1. (Falso)
Quaisquer trés pontos do plano pertencem a uma Unica circunferéncia, se e somente se ndo estiverem alinhadas.
Testando a condicéo de alinhamento:

2 3 1
4 -1 1/=0, logo os pontos estdo em linha reta.
31 1

Alternativa A

Seja ABCD um trapézio isésceles com base maior AB medindo 15, o lado 4D medindo 9 e o angulo ADB reto. A

distancia entre o lado 4B e o ponto E em que as diagonais se cortam é

N 2L
8
g 2L
8
o 3.
8
o) 3.
8
S
8
Resolugdio:

Considere o trapézio ABCD abaixo. A distancia procurada é a altura EH do triéngulo ABE relativa & base 4B .

X

N
A4

Q

Fp—
/

Sy
Ty
oo}

—_
(O}

Como o trapézio é isésceles, temos AD=BC =9 e as diagonais sdo congruentes. Os tringulos ABC e ABD sdo congruentes (caso

LLL ) e, portanto, BAC = ABD . Dai segue que o tridngulo ABE é isésceles de base 4B e sua altura EH é uma mediana. Portanto,

AH = BH = E .
2
Da semelhanca entre os triangulos ABE e ABD temos:
EH _BH
AD BD’
Do teorema de Pitdgoras, vem DB =12, e portanto:
d_15/2
9 12
IS
24 8

Alternativa E

13



Num tribngulo PQR considere os pontos M e N pertencentes aos lados @ e PR , respectivamente, tais que o segmento
MN seja tangente & circunferéncia inscrita ao tringulo POR . Sabendo-se que o perimetro do trigngulo POR é 25 e que a

medida de OR & 10, entdo o perimetro do triangulo PMN ¢ igual a

A) 5.
B) 6.
Q) 8.
D) 10.
E) 15.
Resolugao:

Considere a figura.

0
Os pontos 4, B e C sdo pontos de tangéncia. Se A0=0C, BR=CR e QR=10, entdo AQ+ BR=10. Se o perimetro do tridngulo

PQOR ¢é 25, entdo AP+ PB=5,pois QOR=10 e AQ+BR=10.
O ponto D é ponto de tangéncia. Com isso, AM =MD e DN = NB . Isso implica que PM +MD = AP e PN + ND = PB . Assim, levando-
se em conta que o perimetro do triangulo PMN é PM + MD + PN + ND e AP+ PB =35, conclui-se que tal perimetro é 5.

Alternativa A

Considere a circunferéncia C, no primeiro quadrante, tangente ao eixo Ox e & reta r:x—y =0. Sabendo-se que a poténcia

do ponto 0=(0,0) em relacdo a essa circunferéncia é igual a 4, entdo o centro e o raio de C séo, respectivamente, iguais a

A (22v2-2) e 242-2.
B) {2 -—) V2 1

2 2 2
2-1) e v2-1.

2\/—)e2\/7

;4J§—4)e4J§—4.

Q) (22
D) (2.
(

E)

Resolugao:

3]
=~ 0

/
b
\

\
4

)
3
=

Como AOT,C é congruente a AOT,C, OC é bissetriz do angulo de 45° (TléTz)

A poténcia de O é 4, logo, (0T1)2 =4
o7, =2

14



Analogamente, OT, =2.

Obtendo a fangente do angulo de 22.5°
2t

tg(20c)=1_(tig(zc)2

tg(45°) = lz_ttgggzé’;;)) ,sendo y=1g22,5°

1= 1Eyyz

y:—lix/i

Logo tg(22,5°) = J2 -1 (o valor negativo nédo convém).
Assim, tg(22,5°) = g
R=22-2

E o centro tem coordenadas (2,2x/5— 2) .

Alternativa A

Uma taca em forma de cone circular reto contém um certo volume de um liquido cuja superficie dista % do vértice do cone.
Adicionando-se um volume idéntico de liquido na taca, a superficie do liquido, em relacéo & original, subird de

A) P2-n.

B) -1
Q) (¥2-1)
D) h.
_—
Resolucao:

Séo semelhantes os sélidos (cones) formados pelo liquido nas duas situacoes.

Inicial: Final:

Seja V' o volume inicial de liquido. Como

3
i _ []]?J (semelhanca)

" |
W‘(HT
V h
H=h-32

O liquido sobe d=H—h=h~(3/§—1).

Alternativa C

15



|x+l| e f(x) igual ao maior valor entre f,(x) e

Considere as funcées f,, f,, f:R—R,sendo f,(x)=1[x|+3, f,(x

£, (x), para cada x € R . Determine.

a) Todos osxe€ R tais que f, (x)=f, (x).

b) O menor valor assumido pela funcéo f .

c) Todas as solugdes da equagdo f(x)=5.

Resolugao:

a) fi(x)= /()

Lafws=3esy

2 2

Para x<-1:

LI PRI PN S P S I S Y.
2 2 2 2 2 2 2 2 2

Para —1<x<0:

—lx+3——(x+1):>——+3—3—x+23
2 2 2 2

_x 3 :5—3: 2x= 3 =x= 3 , valor que estd fora do intervalo de estudo.
2 2 2 2 4

Para x20:

lx+3»——(x+1):> 33X 3 x 3> 3 4 3,3

2 2 2 2 2 2 2 2 2

Portanto os valores de x procurados séo f% e %

b) Para uma melhor visualizagdo de f', seguem os esbogos dos graficos de f] e f, em um mesmo sistema cartesiano.

(A4
o

9

21
4

=Y

Desta forma, nota-se que:

—E(x+1) ,sex<—2
2 4
—lx+3 ,se—2£x<0
2 4

lx+3 ,seOSx<E
2 2

%(x+1) ,sexZ%

e o menorvalorde f é 3.

d f(x)=5

LI T P S

2 2
3 7
E(x+1)=5:>3x+3:1033x=7szg.

7
Portanto, as solucdes sdo —4 e g .
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Considere o polinémio p dado por p(z)=18z"+pz* —=7z—P, em que B é um némero real.

a) Determine todos os valores de B sabendo-se que p tem uma Rai de médulo igual a 1 a parte imagindria ndo nula.
b) Para cada um dos valores de B obtidos em a), determine todas as raizes do polinémio p.

Resolugdo:

a) p(z)=182" +pz* -7z -

Como os coeficientes sdo reais, hd duas raizes complexas conjugadas, ambas de médulo 1.
Denotemos as raizes por:
x, =z, (complexa)

x, =z, (complexa)

x, (real)

Relacdo produto de Girard:
22, Xy =

18
Como 55 <[s[ -1, sgue &
omo zl~zl—‘zl‘ =1, segue x3—18
Ora, se E é raiz:
18
) o)
18| = | +B-|—=| ——-B=0
(18 b 18 18 b
B-(B*—225)=0

Os valores possiveis sGo: B=0, B=%15.
Para B=0, o polinémio se torna p(z) =182’ =7z, com trés raizes reais (ndo convém).

Para B=15 ou B=-15 haverd raizes complexas ndo-reais de médulo 1, como serd mostrado no item b.

b) Para B=15:
p(z)=1823 +1522-7z-15

Como z:Ezé é raiz:
18 6

5
— 18 15 -7 -15

| 18 30 18] 0

- 1822 +30z+18=0

, N 5 A1
Raizes: z,=—=+i— e z,=—>—i—.
6 6 6 6
Para B=-15
p(z)=1823—1522—7z+15
Como Z:E:_é é raiz:
18 6

-2 18 15 7 15
. - -

| 18 30 18] 0

, s, s AL
Raizes 21=g+17, B=gTiT
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Sabe-se que 1, B, C, D e E sdo cinco nimeros reais que satisfazem as propriedades:

(i) B, C, D, E sdo dois a dois distintos;
(ii) os nimeros 1, B, C,e osnimeros 1, C, E, estdo, nesta ordem, em progresséo aritmética;
(iii) os nimeros B, C, D, E, estdo, nesta ordem, em progressdo geométrica.

Determine B, C, D, E.

Resolugao:
Seja r#0 arazdo da P.A. (LB,C).Assim, B=1+r e C=1+2r.

Como (I,C,E)z(l, l+2r,E) é P.A., devemos ter E=1+4r .
Na P.G. (B,C,D,E) temos:

E(Cj

c \B

1+4r  (1+2r)

1+2r (1+r)
(1+2r) = (1+4r)(1+2r + 1)

1+ 6r+12/2 + 87 =14+ 2r +r* + 4r + 82 + 44°

47 +3r7 =0
4r=-3
3
r=—=
4
Llogo B=1+ 3 =+l, C=1+2- A e E=1+4- 3 =-2.
4 4 4 4 2 4

_1
A razéo do P.G. é igual a c. A =-2. logo D=C~(—2)=(—%j-(—2):l.

1 1
Resposta: B=+Z, C:_E’ D=+, E=-2.

Seja M c R dado por M = {|z2 +az—1| :zeCelz|= 1}, com a € R . Determine o maior elemento de M em funcéo de a.

Resolucdio:
Seja z=cosO+isenH . Com isso, tem-se que 2> =0s20 +isen 20 e, consequentemente, que
2 +az—1=(cos20+acos®—1)+(sen20+senB)i .

Sendo r=|zz+az—l|, rz=(cos26+acos6—1)z+(sen26+sen9)2. Disso, r=+a’+2—-2c0s20 . Para que r seja mdximo, basta que
c0s20 =—1. Assim, o maior elemento de M é r=+a*+4 .

Seja S o conjunto de todos os polinémios de grau 4 que tém trés dos seus coeficientes iguais a 2 e os outros dois iguais a 1.
a) Determine o nGmero de elementos de S .

b) Determine o subconjunto de S formado pelos polinémios que ¥m —1 como uma de suas raizes.
Resolucdo:
a) Basta selecionar 3 posicdes de coeficientes para colocar o nimero 2 e o restante para colocar o nimero 1. Desta forma:
5! 5-4.3!
> =10
312t 3121

18



b) P(x)=ax*+bx’ +cx’ +dx+e
P(-l)=a-b+c-d+e=0
at+c+e=b+d

Esta ¢ltima igualdade sé ocorre com 4 =4, ou seja, do lado esquerdo, temos dois coeficientes iguais a 1 e um igual a 2 e do lado direito,

. - N 3! . .
temos dois coeficientes iguais a 2. Desta forma, temos: T 3 maneiras de montar tal polinémio.

Trés pessoas, aqui designadas por 4, B e C, realizam o seguinte experimento: 4 recebe um cartdo em branco e nele
assinalo o sinal + ou o sinal —, passando em seguida a B, que mantém ou troca o sinal marcado por A e repassa o cartdo
a C. Este, por sua vez, também opta por manter ou trocar o sinal do cartdo. Sendo de 1/3 a probabilidade de 4 escrever o
sinal + e de 2/3 as respectivas probabilidades de B e C trocarem o sinal recebido, determine a probabilidade de 4 haver
escrito o sinal + sabendo-se ter sido este o sinal ao término do experimento.

Resolugdio:

Considere os eventos E : “o sinal ao término do experimento é +” e F : “ A escreve sinal +"”.
P(FAE)
P(E)
O evento E é a reunido dos seguintes eventos:
E, : " A escreve sinal +, B conserva o sinal, C conserva o sina

Desejamos calcular P(F\E), ou seja,

|H

111 1
P(E)=—.—. 2= —
(£) 333 27
E,:" A escreve sinal +, B troca o sinal, C troca o sinal”
122 4
P(E)==.2.2-"
(£:) 333 27
E,:" A escreve sinal —, B conserva o sinal, C troca o sinal”
212 4
P(EN=2.-.2-"
(£:) 333 27
E,: " A escreve sinal —, B troca o sinal, C conserva o sinal”
221 4
P(EN=2.2.__-"
(£:) 333 27

Assim, P(E):L+i+i+i:£
27 27 27 27 27

O evento FNE éareunido dos eventos E, e E,, definidos acima:

P(FmE):$+zi7:25—7,
5/27 5

Portanto, P(F\E)z 5727 13

. - iy T 2-3
Seja n um inteiro positivo tal que sen2—= T
n

a) Determine n .
T
b) Determine sen— .
24
Resolugdio:
Sabemos que cos2x=2cos’x—1 e cos2x =1-2sen’ x
Fazendo ng :
2
1
cos9=2c0s29—1:c059=i + cos®
2 2
c056:1—256n293sen§:i 1-cosb
2 2 2
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N
1-— 2-3
22 N\ 4

Como sen— =sen— e 0<£S£, para n e N*, temos - e n=6.
2n 12 2n 12 2n 12

&
[

|
I

Sejam o e B nUmeros reais ndo nulos. Determine os valores de b, ¢, d, bem como a relacéo entre o e B para que ambos os
sistemas lineares S e T a seguir sejam compativeis indeterminados.

s 2x+by = cx+3y=a
ax+y=p dx+dy=p

Resolugdio:

Duas condigdes necessdrias para que ambos os sistemas sejam compativeis e indeterminados sdo
2 b c 3
c 1 4 d

=0 e

Disso, bc=2 e cd =12, o que significa que b, ¢ e d sdo diferentes de zero.
Escalonando os sistemas S e T, tem-se, respectivamente, que

2x+by=qa 4x+dy=p

bc c e cd Be

—+1l|y=—+ —+3|ly=——+0a

( 2 j P ( 4 jy

. . P . oc Be . B ¢
Como bc=2 e cd =12, para que os sistemas sejam compativeis e indeterminados, —7+B=0 e ——+a =0, ou ainda, —=5 e
o

4 4
E:,' Com isso, Szf,oque implica que =22 ou c=-242.
a c 2 ¢
Com c=2\/5, b:g, d=32 e E:\/E

o

Com c=-242, b:—%, i--3x2ebP__12
(04

Sabe-se que a equacdo 3x* +5xy—2y* —3x+8y—6=0 representa a reunido de duas retas concorrentes, » e s, formando
um éngulo agudo 6. Determine a tangente de 6.

Resolugéio:

Temos:
3x> +5xy-2y° -3x+8y—-6=0
3x> +6xy—xy -2y —6x+3x+2y+6y—-6=0
(32 +6xy — 6x) = (xp + 2y = 2y) + (3x+ 6y = 6) =0
3x(x+2y—2)—y(x+2y—2)+3(x+2y—2):0
(x+2y—2)(3x—y+3)=0<—>
(r)x+2y—2=0 ou (s)3x—y+3:O
20



- . _ 1
Os coeficientes angulares das retas acima séo: m, =— em= 3

A tangente do angulo agudo 6 formado pelas restas é dado por:

b0

16 = m,—m, _|7 2
L+ mm, 1+3£_1j 2 (-1)
2
Stgb=7

Na construcdo de um tetraedro, dobra-se uma folha retangular de papel, com lados de 3 cm e 4 cm, ao longo de uma de
suas diagonais, de modo que essas duas partes da folha formem um angulo reto e constituam duas faces do tetraedro. Numa
segunda etapa, de maneira adequada, completa-se com outro papel as faces restantes para formar o tetraedro. Obtenha as
medidas das arestas do tetraedro.

Resolugdio:
Consideremos o Tetraedro ABCD :

5~h:3-43h:%

5-n=323n=2
5

4
No triangulo ABC , tem-se cosa :g .

Lei dos Cossenos para obter /.

193
25

Como DP é perpendicular & base AABC , entdo DP é perpendicular ao segmento PC .

: 9
[2:(7] +42—2-g-4-costx:€2 =

Assim, determina-se a medida desconhecida de CD :
337
25

=K+ =>d =

L33
nd =S

As medidas das arestas séo:

AB=5, AC=3, BC=4, AD=4, BD=3, e DC:%.
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