IR 2\ 5V e 2

"4 matematica é o alfabeto com que Deus escreveu o mundo"
Galileu Galilei

Notagdes
: conjunto dos nimeros naturais; N = {1, 2,3, }
: conjunto dos nUmeros infeiros
: conjunto dos ndmeros racionais

: conjunto dos nUmeros reais
: conjunto dos nimeros complexos

OB ON Z

i : unidade imagindria: i* = -1
|| : médulo do nimero zeC

z : parte real do ndmero ze C
Re(z) : parte real do nomero zeC

det4  :determinante da matriz 4

A : transposta da matriz 4

P(A4) : conjunto de todos os subconjuntos do conjunto 4
n(4)  :ndmero de elementos do conjunto finito 4

P(A4) : probabilidade de ocorréncia do evento 4
fog  :funcdo composta das funcées f e g
[a,b] ={xeR'anSb}

[a,b[ ={xeR an<b}
la.b] ={xeR; a<x<b}
]a,b[ ={x a<x<b}
A\B :{x xed e xeB}

k
Zan =a,+a,+..+a,, keN
n=l1

Observacado: Os sistemas de coordenadas considerados séo cartesianos retangulares.

Das afirmacées:
. Se x, yeR\Q, com y#—-x,entdo x+yeR\Q;

. Se xeQ e yeR\Q, entdo xye R\Q;

lll. Sejom a, b, ceR,com a<b<c.Se f:[a, c]—[a,b] ésobrejetora, entdo f néo é injetora,

é (séo) verdadeira(s)
A)  apenas e ll.

B) apenas|elll.
C) apenasllielll.
D) apenas lIl.

E) nenhuma.

Resolugdio:

. Falso. Vejamos um contra-exemplo: seja x=2++/3 e y=2-+3 . Assim y#-x e x+y=2+3+2-/3=4€Q.
ll.  Falso. Vejamos um contra-exemplo: seja x=0 e y=mn

x-y=0-1=0e€Q
lll.  Falso. Vejamos um contra-exemplo, onde f ¢ injetora



Neste caso temos a=1, b=2 e ¢=3 com f:[I,3]—[l,2] injetora e sobrejetora.

Alternativa E

Considere as funcées f, g:Z—>R, f(x)=ax+m, g(x)=bx+n,emque a, b, m e n sGo constantes reais. Se 4 e B
sdo as imagens de f e de g, respectivamente, entdo, das afirmacées abaixo:

. Se A=B,entdo a=b e m=n;
II. Se A=Z,entdo a=1;
M. Sea,b, m,neZ,coma=be m=-n,entdo A=8,

é (séo) verdadeira(s)

A)  apenas |.

B) apenas Il

C) apenas Il
D) apenaslell.
E) Nenhuma.
Resolucdio:

Considere que:

) Com f(x)=—x+1e g(x)=x+1,tem-se que, com xeZ, A=B.logo, A=B néo implica a=b e m=n.

)  Com f(x)=-x+1 tem-se, com x€Z, que A=Z.logo, A=7 n&o implica que a=1.

)  Com f(x)=3x+1 e g(x)=3x—1,fem-se que 10€ 4, mas 10¢ B . Logo, a,b,m,n€Z ,com a=b e m=-n ndo implica 4=8,
com xeZ.

Com isso, nenhuma das afirmacées é verdadeira.

Alternativa E

: log,,, @

A soma éigual a
;IOngHZ
S
9
B 14
15
o B
16
p
18
E) 1



Resolucao:

log, 132

n=l1 n=1 n(3n + 6)

L5 5 5 5 5
= =t —t—t—
=n(3n+6) 1.9 2:12 315 4.18
7

18

Alternativa D

- 4 — —6 s -
Se zeC, entdo z° -3 (22—22)—26 éigual a

A) (zz -z° )3 .
B) zf-z°.
Q (2-2*).
D)

2—2)6.
-z

(
E) (z )2 (24—34).

Resolugdio:
.- — 2
Utilizando que z-z =|z| , segue que:
6 4 (2 =2\ =6 6 22 (2 =2 6
z —3‘2‘ -(z -z )—z =z —3‘2‘ -(z -z )—z
—\2 — — —_
' =3(z-2) .(ZZ.ZZ)_ZG226_322.22(22.22)_26 logo

_ _ _5\3
26—324-224—322-24—26:(zz—zz)

Alternativa A

Sejam z, we C . Das informagbes:
l. |Z+W|2+|Z—W|2 :2(|Z|2+|W|2),'
. (z+w) —(z-w) =4zw;

. |z+w|2—|z—w|2 =4Re(zw)

é (sao) verdadeira(s)

A)  apenas |.

B) apenaslell

C) apenaslelll.

D

) apenas Il elll.
E) todas.

Resolugdo:
Sejom z=a+bi
w=c+di

e lembrando que |z|=+a® +b* , julgamos:

Afirmacéo |: Desenvolvendo cada lado separadamente.
|z+w|z +|z—w|2 :|a+bi+c+ali|2 +|a+bi—c—ah’|2

:(a+b)2+(c+a’)2+(a—c)2+(b—al)2



=2a*+2b> +2c* +2d°

Enquanto

2(‘2‘2 +‘w‘2) = 2(a2 +b*+¢? +d2)
Logo, a afirmagdo | é verdadeira.

Afirmacéo Il:
(z+7v)2 —(z—vT/)z =
2422+ (W) (27 = 22w+ ) =

4zw

Logo a afirmagéo Il é verdadeira.
Afirmacéo Ill: Desenvolvendo separadamente cada lado da igualdade, segue:

2 wf e f' =
|a+bi+c+di ~|a+bi—c—di =
(a+c) +(b+d) ~[(a=c)' +(b-d)' | = 4ac+4bd
Enquanto: z-w=(a +bi)-(c—di)

=(ac+bd)+i-(bc—ad)
Logo 4Re(zw)=4(ac+bd) e a afirmacéo IIl é verdadeira.

Alternativa E

Considere os polindmios em x € R da forma p(x)=x"+a,x’ +a,x* +a;x. As raizes de p(x)=0 constituem uma progressdo

aritmética de razéo % quando (a,, a,, a,) éigual a
A (1, 0 5] .
44

B) G L %)

Resolugdio:

. , 1 1 y .
Seja x* +0x* +a,x’ +a,x* +a,x=0 com raizes | a —l,a.——, o, o +—, o +1 | . Pelas relacdes de Girard temos:
| 3 2 1 5 5

a—1+a—l+a+a+l+a+1:0
2 2
Assim 5a=0 = a=0

Logo as raizes séo: (—1, —%, 0, 5 IJ. Pelo teorema fundamental da dlgebra, polinémio p(x) & tal que:
5 4 3 2 1 1
X +0x" +a,x” +a,x +a1x=(x+1)(x—1) x+5 X_E X
5 3 2 2 2 1 4 1 2 2 1
X +ax’ +a,x +a1x:(x —1) X——|x=x' ==X =x"+—|x
4 4 4
5 3 2 s 5.5 1 1
X +ax’+a,x’ +ax=x e +Zx logo @ =7, a,=0e a,=—=

Alternativa C



+1(n n+l
Para os inteiros positivos k e n, com k <n, sabe-se que n—( J=( ] .

k+1\k k+1
n) 1(n) 1(n 1 (n), .
Entdo, o valor de +=| |+=| _ |+..+——]| |éiguala
0) 2\1) 32 n+1{n
A 2"+1.
B) 2"'+1.
2)1+1 1
Q) ALy
n
n+l
p 2 -1
n+l
E) -1
n
Resolucao:

Seja S:[n]+l(nj+l(n]+.,.+l(nj.
0) 21 3\ 2 n+1\n

Multiplicando ambos os lados por (n+1) :

R RN (J I (I

Usando a propriedade sugerida no enunciado:
n+1 n+1 n+1 n+1
S-(n+1): + + +..+
1 2 3 n+l
n+l
Acrescentando-se ( 0 j a ambos os lados da igualdade completa-se uma linha do Triangulo de Pascal:

S(n+l)+[n;1j:(nglj+[n1+1J+[n;1]+...+[2i3

logo S-(n+1)+1=2""

n+l _1

Assim S =
n+l1

Alternativa D

Considere as seguintes afirmacdes sobre as matrizes quadradas 4 e B de ordem n, com A4 inversivel e B antissimétrica:
I.  Se o produto 4B for inversivel, entdo n é par;

ll.  Se o produto 4B néo for inversivel, entdo n é impar;

lIl. Se B forinversivel, entdo n & par.

Destas afirmacées, é (sdo) verdadeira(s)
A)  apenas |.

B) apenaslell.

C) apenaslelll.

D) apenas Il elll.

E) todas.



Resolugao:

Considere que:
) Com AB inversivel, det(4B)#0.Com det(AB)=detAxdetB, pois A e B sdo quadradas e tem mesma ordem, tem-se que

detA#0 e detB=0.Com B sendo antissimétrica, B' =—B, o que implica que detB’ =det(-B). Como detB' =detB e
det(-B)=(—1)"detB, detB=(-1)"detB . Disso, (—1)" =1, pois detB =0, e, assim, conclui-se que n & par.
)  Com 4B néo sendo inversivel, det(4B)=0 e, jG que 4 é inversivel e det(A4B)=detAxdetB, pode-se dizer que detB=0.Com B

antissimétrica, do item anterior, det B =(—1)” det B . Nesse caso, com detB=0, n pode ser tanto par, quanto impar. Com qualquer
o 00 e . . -
A inversivel de ordem 2 e B= 0 ol por exemplo, AB ndo é inversivel e n é par, o que contraria a afirmativa.

) Se B éinversivel, entdo detB#0.Com B sendo antissimétrica, do item (1), detB=(-1)"detB , o que implica que (-1)" =1.

Assim, n deve ser um nGmero par.
Diante das consideracoes, apenas | e lll sGo verdadeiras.

Alternativa C

x+1 x

1 -1 1
Sejam A:{ J e B=|y—-2 y |matrizes reais tais que o produto 4B é uma matriz antissimétrica. Das afirmacdes
—x
Y z+3 =z
abaixo:
I.  BA é antissimétrica;
II.  BA néao é inversivel;
lll. O sistema (BA)X =0, com X' =[x, x, x,], admite infinitas solucdes,

é (sGo) verdadeira(s)
A)  apenaslell.
B) apenasllelll.

C) apenas .
D) apenas Il.
E) apenas Il
Resolucdo:
A matriz X é antissimétrica se e somente se X' =-X .
x+1 x
11 xX+1-y+2+z+3 X—y+z _
Como dy=2 y|= , entdo
y —x 1 Xy+y—xy+2x+z+3 yx—xy+z
z+3 z
—-y+z+6 -y+z
A-B= rore Y . Como AB ¢é antissimétrica temos:
2x+y+z+3 z
X—y+z+6=0
z=0

X=y+z=-2x-y—-z-3

xX—y=-6
Disso Y , 0 que quer dizerque x=-1¢e y=5.
3x=-3

Assim, B- A4 fica

0 -1 -5 1 -1

1 -1 1 :
3 51 s 1117 28 -8 8 |.Julgando as afirmacées:
3 0 3 -3 3

) B- A ndo é antissimétrica
| é Falso

) det(B-4)=(120+24+84)—(+24+120+84)=0 logo B-4 n&o é inversivel

Il & verdadeira



) (BA)X =0
51 -1 (x) (0
28 -8 8 ||x |=|0
33 3) (%) (0
Temos um sistema linear homogéneo com det(B-4)=0. Logo admite infinitas solugoes

|Il verdadeira

Alternativa B

Seja M uma matriz quadrada de ordem 3, inversivel, que satisfaz a igualdade
det(20M7) - det(Y2M°) =§det(3M) .

Entdo, um valor possivel para o determinante da inversa de M é

A L
3
1
B) -—.
) 2
o 2
3
o) 2.
5
5
E) -—.
b3
Resolugdo:

Lembrando que, para 4

nxn !

det(k4)=k" -det A e aplicando o Teorema de Binet, segue:
det(207) - det(¥/2 - 1) :édet(.’)M)
2 (detMY ~2-(detM :%33 -det(M)

8-(detM)’ —2-(detM )’ =6-(detM)

Fazendo a substituicGo de varidveis: detM =y

2y° -8y*+6y=0

2y~(y2 —4y+3):0 Como M éinversivel, detM #0
logo y=1ou y=3.

Assim, detM =1=>detM "' =1
detM =3 = detM ™ :%
Alternativa A
27 - —1 x ¢
Considere a equacéo A4(1)X =B(t),teR, em que A(t)=| -1 1 1|, X=|y|e B(t)=| —/2|. Sabendo que
-3 1 2 z 0
detA(t)zl e t#0, as valores de x, y e z sdo, respectivamente,
A 242,0,-3V2.
B) —2v2,0,-3V2.
Q) 0,32, 2V2.
D) 0,243,453
E) 243,30



Resolugao:
Fazendo a substituicio e* =k , segue:

det A(r)=1

2 54
k

-1 1 1(=1
-3 1 2

2 k21

k

Segue kK’ —3k+2=0 = k=louk=2
Como &* =k,
e’ =1=1=0 (ndo convém)

e2[=2:>1‘=ln—2
2

Notando que ¢* =2 leva a ¢ =~/2, segue:

1 -2 -1
A()=-1 1 1
-3 1 2
E o sistema A(t)- X = B(t) reduz-se a
x—2y—z=\/§
Xt+y+z=—/2
3x+y+2z=0

Assim x=—2x/§, y=0, z=-32

Alternativa B

Considere o polinémio complexo p(z)=z*+az’+5z*-iz—6, em que a é uma constante complexa. Sabendo que 2i é

uma das raizes de p(z)=0, as outras trés raizes sdo

A =3i,-1, 1.
B) —i i L

Q) -, i -1

D) -2i,-1, 1
E) -2, —i, i
Resolugdio:

Como 2i e raiz, entéo P(Zi)ZO
P(2i)=(2i)" +a(2i) +5(2i) —i(2i)-6=0
16—-8ai—20+2-6=0,
8ai=-38,

-1

a=—=a=i
i

Aplicando Briot Ruffini:

Lii i 5i-ii-6
2i | 1§30 -1 -3 o—>Lfdcil verque
| | | 3 1 é Raiz
Lop1 13 30 | 0N
11 3i 0 \Fa’cil ver que
‘ 1 ; ; —1 é Raiz

Assim (x—2i)(x—1)(x+1)(x+3i)=0
Raizes 2i, 1,—1,-3i

Alternativa A



Sabendo que sen x =

. 1 .
a#0 e b#0,um possivel valor para cossec2x—5tgx é

a’+b*’
Ly
ab
B) a+b.
2ab
272
Q) a —b
ab
2 2
D) a“+b
4ab
2 2
F) a —b
4ab
Resolugdio:

Senx:ZZLbz, az0e b#0
a +b

Colocando no triaingulo retdngulo teremos

2ab

2ab
Assim tgx =———
& a’ -b?
senx—izab
a*+b*
cosro Lt
at+b
2ab a’ -b*
Sen(2x)=2 . =2 .
( x) Senx-cosx (a2+b2j [az+b2]

1 (a2 +bz)2 ab
A= cossec(2x)—5tgx = 4ab(a2 —bz) e

(a* +6%) ~(2ab)’
4ab(a2 - bz)

B a* +2a*b* +b* —4a’b?
4ab(a2 -b* )

(az _bz)z ~ a* — b

" dab(a® —b?)  4ab

Alternativa E




Considere o tridngulo ABC retangulo em 4. Sejam AE e AD a altura e a mediana relativa & hipotenusa BC,

respectivamente. Se a medida de BE é (\/E—l)cm e a medida de AD é lem, entdio AC mede, em cm,

A 42-5.
B) 3-42.
Q) V6-22.
D) 3(v2-1).

E) 3v4/2-5.

Resolucdo:

V2 -1

Alternativa C

Seja ABC um fridngulo de vértices 4=(1,4), B=(5,1) e C=(5,5). O raio da circunferéncia circunscrita ao triéngulo mede,

em unidades de comprimento,

=S
8
) ST
9 @
) ST
F) %

10



Resolucao:

abe 44 4517

Como §S=——,
4R 2 4R
. Sxéﬁ

Alternativa D

Em um trigngulo isésceles 4BC, cuja drea mede 48cm’, a razdo entre as medidas da altura AP e da base BC é igual a

2
3 Das afirmacées abaixo:

I, As medianas relativas aos lados 4B e AC medem 97 cm ;
[I. O baricentro dista 4cm do vértice 4;

— — — 3
lll. Se a é o é&ngulo formado pela base BC com a mediana BM , relativa ao lado AC, entéo cosazﬁ,

é (sao) verdadeira(s)

A)  apenas |.

B) apenas Il

C) apenas Il

D) apenas e lll.

E) apenasllelll.

Resolugdo:

. BC-AP=96
Sabe-se que AB=AC e B

P =48 . Foi dado, ainda, que %z% . A solucdo do sistema { "~ & AP=8cm e BC=12cm

3.4P=2-BC

Como (R)z =8’ +6, tem-se AC =10cm .

Em um plano cartesiano xOy , a figura pode ser colocada como mostra a figura seguinte.

11



8] 4(0,8)
M(3.4)
G
BEOOY Ao | C(6,0)
ir 0 6

O ponto M (3,4) é médio de AC . Entéo, a mediana BM é tal que W:,/(3+6)2 +(4—0)2 =97 ¢cm , 0 mesmo ocorre com a mediana
CN , ou seja, a:\/ﬁcm.

O baricentro G 6 tal que AG =

W N

— — 2 16
<04 , ou seja, AG=§-8:?cm.

. 4 8 4 9
A equacéo dareta GM é y=—x+—, logo, tga=— e, portanto, cosa=— .

quag Yy 9 3 g g 9 p \/ﬁ
Assim, somente a afirmacéo | é verdadeira.

Alternativa A

Considere o trapézio ABCD de bases 4B e CD . Sejom M e N os pontos médios das diagonais AC e BD,
respectivamente. Entéo, se AB tem comprimento x e CD tem comprimento y <x, o comprimento de MN é igual a

A x—y. (@) %(x—y). E) %(x—i—y).
1

B (x-») D) 3(r+).

Resolugéio:

A X B

D Yy C

Sendo M e N os pontos médios das diagonais AC e BD, demonstra-se que PQ é a base média do trapézio ABCD, PM é a base
média do triangulo ACD e NQ é a base média do triangulo CBD.

Assim, PQ:x;y, PM:NQ:%.

+y:%+MN+%/OU seiO, MNZ%(X_)/) ’

Como PQ=PM + MN + NQ , temos ol

Alternativa B

Uma pirdmide de altura A=1cm e volume ¥ =50 cm® tem como base um poligono convexo de n lados. A partir de um dos

vértices do poligono tracam-se n—3 diagonais que o decompdem em n—2 tridngulos cujas dreas S, i=1,2,...,n-2,

. e 3 - L
constituem uma progresséo aritmética na qual S, :Ecm2 e S,=3cm’. Entdo n éigual a

A 22.
B) 24.
Q) 26.
D) 28.
E) 32.

12



Resolucao:

O volume V' da pirdmide de altura 4 & V:%AB -h , ou seja, 50:%'143 -1. Portanto, 4, =150 cm’

Considere a base da figura seguinte.

Sabe-se que (S,,5,,S;....,5,,) é uma PA,
com S, :%sz e S, =3cm’ . Assim,
3 1, -
S, :S3+3r:325+3rér:5 é a razdo da PA.
1 1

S3:S,+2r:>;—S +2- :>S =5 é o 1° termo da PA.

S, ,=8+(n-3)r=5,,= ; (n— 3)235 75_1

A soma dos n — 2 termos é

1 n j
—+——1 (n—2)
v (S1+Sn—;)(”_2) _[2 2 5 =150 (4rea da base)

ou seja, n =26.

Alternativa C

A equagdo do circulo localizado no 1° quadrante que tem drea igual a 4n (unidades de drea) e é tangente, simultaneamente,
asrefas r:2x—-2y+5=0e s:x+y—4=0 ¢

o (e
SASYEN

|

(x—(2ﬁ+ j + =4
[x—(Z\/_+ j + :4
( (2ﬁ+ j ; -17 —4

Resolucao:

A circunferéncia cuja drea interna é 4 tem raio 2.

5 . e - -
As retas (r) e (s) tém equagbes y = x+5 e y=—-x+4, respectivamente, e seus grdficos estdo representados na figura.

13



4 O ponto I de interseccéo das retas » e s é a solucdo do sistema

5
y=x+— .
2 ,ou seja,
y=—x+4

Como IC & a diagonal do quadrado AIBC , temos IC =2+/2.

3 13
Assim, o centro C da circunferéncia é C:[Z+2\/§; Zj e, portanto, a equagdo da

3\ 13
circunferéncia é [x—(2\/5+4n +(y—Z] =4,

Alternativa D

Considere o sélido de revolug@o obtido pela rotacdo de um tringulo isésceles ABC em torno de uma reta paralela & base

Vit +1

BC que dista 0,25 cm do vértice 4 e 0,75 cm da base BC . Se olado AB mede cm, o volume desse sélido, em

2n

cm’, éigual a
A 2

16
B 3

96
o L.

24
D 2.

24
Ll

96
Resolugdio:

O volume V do sélido obtido pela rotacéo completa do triangulo 4BC em torno da
reta r é dado por ¥V =2ndS (teorema de Pappus), onde d ¢ a distancia do baricentro
do trigngulo ABC areta r e S é a drea do tringulo ABC.

Como d =0,25+§-h , temos

d=—.
12

Por Pitdgoras, temos:

el

=

21 2

n+1

1
47 4

—\2
+BC| SBe=t
2 b1

14



BC)-h
A drea s do fringulo ABC é S = 5 =

11
2z .
=2 5=, logo, o volume ¥ ¢ dado por
2 4n
7 1 7 3
dado por V =2nrdS =2n-—-— =V =—cm’.
12 4= 24

Alternativa C

Considere as funcdes f:R—>R, f(x)=e“, em que a é uma constante real positiva, e g:[0,0 >R, g(x):\/;.

Determine o conjunto-solucéo da inequacéo

(g2 /)(x)>(feg)(x).

Resolugdo:

Tem-se que (gof)(x):\/e? , ou ainda, (gof)(x)=e?, com xeR. Tem-se, ainda, que (fog)(x)ze“&, com xeR, . Com isso,

qualquer solugéo x dainequacdo (go f)(x)>(fog)(x) deve sertal que xeR, .

De (gof)(x)>(f°g)(x), obtém-se e? >e*"  Daif, como e>1, %>0{ x , ou ainda, §>\/;, pois a>x . Considerando que xeR_,

2
X X N . . . .
se E> X, entdo I>XI ou melhor, x*—4x>0. Disso, conclui-se que x<0 ou x>4. Assim, lembrando que xeR,, o conjunto

soluggio da inequacdo é S =14, .

log,,16
Determine as solugdes reais da equagdo em x, (log, x)3 —log, (x4)—3M:

0.
log,4, 16

Resolugdo:
1 1
(log, x)’ ~log, x* -3 Jog,l6x_,
log,,16
log,,16x

(log, x)’ —4log, x—3- =0

E~log,016
(log, x)3 —4log, x—6log, 16x=0

(log, x)’ —4log, x - glog4 16x=0
(log, x)’ —4log, x —g(log4 16 +log, x)=0

(log, x)3 —4log, x—3log,x—-6=0

(10g4x)3 —~7log,x-6=0

Sendo log,x=y,

¥ =7y —6=0. Por simples verificacdo, y=-1.

Utilizando o dispositivo prético de Briot Ruffini, conclui-se que as demais raizes s@o raizes da equacéo y* — y —6—0 . Assim, as demais raizes
sdo y=3 e y=-2.

Com isso,

Se log,x=-1, entdo x:%;
Se log,x=3, entdo x=64;

15



_ 1
Se ,log, x=-2, entdo x=g.

Verificando que x>0,

o[l L e
416

a) Determine o valor mdximo de |z+i

, sabendo que |Z—2|:1, zeC.

b) Se z,eC satisfaz (a), determine z,.

Resolugéio:

. . . . . R . ~ . . 2
a)  Seja z=x+yi, com i sendo a unidade imagindria. Se |z-2|=1 e z=x+yi, entdo ‘(x—2)+yz‘=1. Disso, (x—2) +y°=1, o que
significa que os nimeros complexos z que satisfazem a condigéo formam a circunferéncia com centro no afixo (2,0) e raio 1.

Com isso, os afixos, dos nimeros complexos z+i formam a circunferéncia com centro no afixo (2,1) e raio 1.

Im

O valor maximo de ‘z+i‘ corresponde ao médulo do nimero complexo que pertence & circunferéncia acima e estd mais distante da

origem. Na figura, este némero complexo tem afixo B . Assim, se a disténcia de 4 até O é /5 e o raio da circunferéncia ¢ 1, entdo
o valor maximo de [z+1 é V5 +1.

b) Se 6 é o argumento de z,, entdo, considerando que 8 também é o argumento de z,+i, da figura do item anterior, COS@IT e

25 J5

1 . , . . . _ .
sen@zﬁ, ou ainda, cos@z? e sen@z?. Se, também pelo item anterior, tem-se ‘Zo+l‘=\/§+1 , entdo pode-se dizer que

Zo+i:(ﬁ+1)x[zﬁ+f,}:w+zﬁ+5+ﬁ : 104245 5.

-i, 0 que implica que z, =
5 5 5 q pliea ave = 5 5

Seja Q o espago amostral que representa todos os resultados possiveis do langcamento simulténeo de trés dados. Se A<= Q é
o evento para o qual a soma dos resultados dos trés dados é igual a 9 e Bc Q o evento cuja soma dos resultados é igual a
10, calcule:

a) n(Q);
b) n(A4) e n(B);
c) P(4)e P(B).

Resolugéio:

Assumindo que o espago amostral Q citado é o espago amostral equiprovavel, deve-se lembrar que neste caso a ordem dos nimeros em
cada langcamento importa.

Assim, o resultado (1,2,3) ¢ diferente de (2,3,1) por exemplo:

16



a)  Principio Fundamental da Contagem:
n(Q)=6-6-6=216.
b)  Soma dos nimeros igual a 9:
A4={(1,2,6); (1,6,2); (2,1,6); (2,6,1); (6,1,2); (6,2,1);
(1,3,5); (1,5,3); (3,1,5); (3,5.1); (5.1,3); (5.3,1);
(1,4,4); (4,1,4); (4,4,1);
(2,2,5); (2,5,2); (5.2,2);
(2,3,4); (2,4,3); (3,2,4); (3,4,2); (4.2,3); (4,3,2);
(3.3

Logo n(A) =25.

>

~—
—_

E)

~—
—_

s

—_— —
P

Soma dos nimeros igual a 10 :

B={(1,3,6); (1.6,3); (3,1,6); (3.6,1); (6,1,3); (6,3,1);
(1,4,5); (1,5,4); (4,1,5); (4,5,1); (5,1,4); (5,4,1);

(2,4,4); (4,2,4); (4,4,2);

(2,3,5); (2.5.3); (3.2.5); (3,5.2); (5,2.3); (5.3,2);

(3.3,4); (3,4.3); (4,3.3);

(6,2,2);(2,6,2); (2,2.6)}

_n(4) 25

d P10 20
27
(B)=216

Determine quantos paralelepipedos retdngulos diferentes podem ser construidos de tal maneira que a medida de cada uma
de suas arestas seja um ndmero inteiro positivo que ndo exceda 10 .

Resolugdo:

“ y . " ) .
Por “paralelepipedo reténgulo” entende-se prisma reto-reténgulo.
Dividindo em trés casos:

Caso 1: trés medidas diferentes.

. 10-9-8 R o .
Assim temos n, = 3 =120 e a divisdo por 3! ocorre porque ndo importa a ordem das medidas @, b, ¢ .

Caso 2: apenas um par de bases quadradas.
Neste caso, pelo Principio Fundamental, n, =10-9=90

Caso 3: Cubos.
Sa@o 10 cubos possiveis.
Logo o numero de paralelepipedos procurado é:

120+90+10=220 paralelepipedos.

17



Considere o sistema linear nas incégnitas x, y e z.

0
0, 6¢[0,2n].
2x + (I-cos20)y + 16z =0

x + y + 2z

-x + (sen®)y + 4z

a) Determine 0 tal que o sistema tenha infinitas solucées.
b) Para 6 encontrado em (a), determine o conjunto-solucdo do sistema.

Resolugéio:
Sendo D o determinante do sistema homogéneo

X+ y+ 2z=0
—-x+  (sen®)y + 4z=0, 0¢[0, 2x].
25+ (1-cos20)y +162=0

Tem-se que:
a) Para o sistema ter infinitas solugdes, D=0,

1 1 2
ou seja, |-1 sen® 4|=0=>
2 1-cos20 16

=c0s20+2-senf+3=0=>
=1-2-sen’0+2-senf+3=0=

send = 2 (ndo convém)
=sen’0—senf—-2-0=4{ou

senE):—I:G:377t

b) Para Gz%, temos

xX+y+2z=0
—x-y+4z=0
2x+2y+16z=0

Somando as duas primeiras equagdes, temos:
xX+y+2z=0
—x—-y+4z=0

6z=0=>2z=0

Substituindo na primeira equacéo, vem:
xX+y+2-0=0=>x+y=0

Fazendo x=a, temos y =—a.
Portanto, o conjunto solucéo do sistema é
S ={(oc, -0, 0), com o ER}.

18



Determine o conjunto de todos os valores de x &[0, 2n] que satisfazem, simultaneamente,

2 —
M<O e tgx+x/§<(1+\/§cotgx)cotgx.
cosx —1

Resolucao:

2sen’x +senx — 1 {ZSenzx +senx—1>0 (1)
—< 0=

cosx—1 cosx #1 2

Resolvendo (1):
2sen’x +senx —1>0

Como o grdfico de f(x)=2x>+x—-1 é
\

) 1
2

1
Desta forma devemos ter sen(x) <—-2ou sen(x) > 5

e sen(x) <—2 & impossivel

1 b S
esen(x)>—=>—<x<—.
2 6 6

Resolvendo (2):
cos(x)#1l=>x#0 e x#2n

Resolvendo tg(x)++/3 < (l +3 cotg(x)) -cotg(x):

tg(x) + i< (1 +3 ~1] -cotg(x)
tg(x)

tg(x)+ < (WJ -cotg(x)
tg(x)

tgx + V< (tg(x) + x/g)cotgzx
(tg(x) + \/g)(l —cotgzx) <0

(tg(x) + \/g)(l +cotgr)(1—cotgr) <0

Desta forma é necessdrio fazer o estudo do sinal de cada fator e o produto.

19



tg () +\3: ofttttt oo otdddddbd ot d
0

T 2n 3n Sm o
23 2 3
| +cotgx ot fdtdtdddidt -~ +drtdrdb——
0 §E L n 2n
4 4
l—cotgx o——ottdddditdtdo—— +hbidddd
0 I T n 21
4 4
Produto: —— "= 6=ttt tom—=
z T 2n 3t n 5n3mSn Tn 2n
i23 4 4234

Desta forma a solucéo para (tgx+\/§)(l+cotgx)(l—cotgx) <0

, b n 2n 3n 5n 3n Sm n

é|0,—|u|l—,—|ul—, 1|Vl rt,— |Vl —,— |U|—, 27
4 23 4 4 23 3

Fazendo a infersecdo entre as solugdes das duas inequagdes, temos:

o—o~ o

0 Svn 2n
6 6

o

0 = LN x sm dn 5n o
4 2 3 4 4 2 3 4

o0—0wr0 CPAARD o

0t x * 2n n sm o
6 4 2 3 4 6

Portanto o conjunto de todos os valores de x que satisfazem simultaneamente as inequacdes é:
T T n 2% 3n 5¢n
= = lul =, = v ==
6 4 23 4 6

Seis esferas de mesmo raio R sdo colocadas sobre uma superficie horizontal de tal forma que seus centros definam os
vértices de um hexdgono regular de aresta 2R . Sobre estas esferas é colocada uma sétima esfera de raio 2R que tangencia
todas as demais. Determine a disténcia do centro da sétima esfera & superficie horizontal.

Resolucdio:
O sélido formado pelos centros das 7 esferas serd uma pirémide hexagonal.

(3R) =(2R?)+ 1’
h* =5R?

h=R5

Assim a distancia serd RS + R = R(ﬁ +1)

20



Trés circunferéncias C;, C, e C; sdo tangentes entre si, duas a duas, externamente. Os raios 7|, 7, e 73 destas circunferéncias
. ; . 1 . .
constituem, nesta ordem, uma progressdo geométrica de razdo 3 A soma dos comprimentos de Cy, C, e Cs é igual a 26w

cm. Determine:
a) a drea do tringulo cujos vértices sdo os centros de Cy, C; e Cs.
b) o volume do sélido de revolucdo obtido pela rotacéo do triingulo em torno da reta que contém o maior lado.

Resolugdio:
Os raios podem ser denominados x , 3x € 9x do menos para o maior.

2mr, + 27, + 21y, = 26m

n+rn+r=13

x(1+3+9)=13
x=1
A 4
C
10
12
B

a)  Como o perimetro 2p =26, p=13
Fazendo Heron teremos S =+/13-1-3-9 =339 cm?

b) Como S=

boh_127 g L339 39
2 2 6 2

39

Apbs a rotagdo teremos dois cones, usando Pappus Guldin fica V' =2nsd = 27ts§ = 2n~3\/§-7 =397 cm’

Um cilindro reto de altura 2 =1 cm tem sua base no plano xy definida por
X4y —2x—-4y+4<0.

Um plano, contendo a reta y—x=0 e paralelo ao eixo do cilindro, o secciona em dois sélidos. Calcule a drea total da
superficie do menor sélido.

Resolugdo:

No plano xy temos
(¥ =2x+1)+(y" —4y+4)<1

(x—l)z+(y—2)2 <1, centro :(1, 2) , raio=1

21



Vi

Temos OAB retangulo
- Q

l >x
1

Como a drea lateral do cilindro é 2nr-h=2n-1-1=2n

- 1 . . )
No menor sélido teremos " da superficie lateral, um reténgulo e 2 segmentos circulares.

2 2
Assim fica, 2j+\/§.1+2. ml” I
4 4 2

§+\/5+§—1=TE+\/5—1

22
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