"4 matematica é o alfabeto com que Deus escreveu o mundo"
Galileu Galilei

-
AN

NOTAGOES

N: conjunto dos nimeros naturais
Z :conjunto dos nUmeros inteiros
R : conjunto dos ndmeros reais

M,,.. (R): conjunto das matrizes reais mxn
det(M): determinante da matriz M

M' transposta da matriz M
A|B:{x:xeAdexeB}

k
dax':a+ax+ax’+. . +ax‘, keN
n=0

C : conjunto dos nimeros complexos

i : unidade imagindria, i* = -1

|Z|: mdédulo do nimero ze C
Rez:parte real do nimero zeC

[a,b]: {xeR;a<x<b}

[a,b]: {xeRja<x<b}

Ja,b[: {xeR;a <x <b}

k
Zan: ay+a,+a,+...+a,keN

n=0

Argz: argumento principal de z e C\{0}, Argz e[0,2n]
A : conjunto (evento) complementar do conjunto (evento) A
AB: segmento de refa unindo os pontos 4 e B

ABC: angulo formado pelos segmentos 4B e BC , com vértice no ponto B .

Observacéo: Os sistemas de coordenadas considerados sé@o cartesianos retangulares.

Sejom A, B e C subconjuntos de um conjunto universo U . Das afirmagées:
l. A\(BNC)=(4\B)U(4\C);

Il. (ANC)\B=4NB NC;

I. (A\B)ﬂ(B\C)z(A\B)\C;

é(séo) verdadeira(s)
A)  apenas I.

B) apenas Il

C) apenaslell
D) apenaslelll.

E) todas.



Resolugao:

Se xe A\(BNC), entdo xed e xg(BNC).

(V) 1. Como A=(4\B)U(4\C)U(4N(BNC)),
segue que xe(A\B)U(A\C), logo A\(BﬂC)C(A\B)U(A\C).
Se xe(A4\B)U(A4\C), entdo xe A\B ou xe A\C,
logo xed e xgB ou xed e xegC , porfanto xe A\(BNC),
ou seja (A\B)U(A\C)CA\(BQC).

Destas duas conclusées, segue que:

AN(BNC)=(A\B)U(4\C).

V) 1I. Se xe(AﬂC)\B,enTéo xeANC e xeB,
logo xe(AﬂC) e xe B, ouseja xe ANB°NC, daf:
(ANC)\B< ANBNC
Se xe ANBNC, entdo xe ANC e xe B, que é equivalente &: xe ANC e x¢ B, ouseja, xe(ANC)\B, daf:
ANB NC<=(4ANC)\B.

Destes dois resultados, temos:
ANB NC=(4NC)\B

(F) Il Se xe(4\B)N(B\C), entdo xe A\B e xe B\C ,ouseja xecd e x¢B,

junfamente com xe€ B e x¢C , o que é uma contradicéo,
logo (A\B)ﬂ(B\C)z@.

A relacdo de inclusGo (A\B)\C < (A4\B)N(B\C) s6 seria verdadeirase A= .

Como nada pode ser dito sobre 4 o item é falso.

Alternativa C

A soma das raizes da equagéo em C, z*~17z* +16 =0, tais que z—|z[=0, ¢

AL
B) 2.
c 3.
D) 4.
E) 5.
Resolugéio:

2172 +16=0
+ +
e 17_2\/225 L 17;15

~zt=1ou z*=16

'=1=z=%1 ou z=4i
' =16=>z=42 ou z=42i

Doas raizes listadas acima, as que satisfazem z—|z[=0 sdo z=1 ou z=2.

A soma delas é 3.

Alternativa C



Considere a equacgéo em C, (z—5+31’)4 =1.Se z, é a solucdo que apresenta o menor argumento principal dentre as quatro

solucdes, entdo o valor de |zo| é

A 29
B) A4l
Q) 35
) 43,
E) 36

O

Resolucao:

Como
(z-5+3i)' =1=>z-5+3i=%1 ou z-5+3i=+i

Logo as raizes serdo:
z,=6-3i, z,=4-3i, z;,=5-2i e z,=5-4i

Como todas as raizes se encontram no 4° quadrante, a raiz que possui o menor argumento principal serd aquela que tiver a menor razéo
Im(z)
Re(z)

zZ, z z, z,

3| 3| 2| -4

6 4 5 5
-0,5 |-0,75| 0,4 | —0,8

Logo é o z,, cujo médulo é

|z,| =v25+16 = /41

Alternativa B

A soma de todos os nUmeros reais x que satisfazem a equacéo

89 4 44(2) + 64 =19(47)

éigual a
A 8

B 12
C) 16
D) 18

E) 20
Resolucao:

Como ~Jx+1eR ,temos x+120, x>-1
Reescrevendo, fica

3 2
(2@) +44.2@+64=19-(2m) . e fazendo 2% = 4, teremos 4> + 444+ 64 =19 4>

A’ —194° + 444+ 64 =0, pelo teorema das raizes racionais encontramos A=4 .

Reduzindo o grau:

4|1 19 44} 64

1 -15  -16




Logo fatorando fica
(A - 4)(A'~154-16) = 0
Entdo 4=-1 ou A4=4 ou 4=16

Regressando & varidvel original:

A=-1 A=4 A=16
-y, P2, A
AxeR Jx+1=2 Jx+l=4

x+1=4 x+1=16
x=3 x=15

A soma das solugdes é: 3+15=18

Alternativa D

Se os nimeros reais a e b satisfazem, simultaneamente, as equacdes

\/a\/l;=% e ln(a2+b)+ln8=1n5,

P a
um possivel valor de 3 °

A =
2
B 1.
Q) 2.
D) 2

Resolucdo:
1 1
Valb === a*b=—
2 16

In(a’ +b)=In5-In8 = ln(az+b):ln(§):>a2+b:§
8 8
Fazendo a mudanca de varidveis a*> =x e b=y.

xry=2
yS

1

xy=—

2
Resolvendo o sistema simétrico obtemos:

1
I XxX=— e y=
) ;e

I x=

Alternativa A



Considere as funcées f e g, da varidvel real x, definidas, respectivamente, por
x* +ax+b ax
xX)=e e x)=In|—|,
() e(x) =[5
em que a e b sGo ndmeros reais. Se f(—1)=1= f(-2), entdo pode-se afirmar sobre a funcdo composta go f* que
A gof(l)=In3.
) Agof(0)

C) gof nunca se anula.

o

D) gof estd definida apenas em {xeR:x>0}.

E) gof admite dois zeros reais distintos.

Resolucao:

f(x) :ex2+ax+b

f@)=1ox+ax+b=0

Assim, —1 e -2 s@o raizes de x> +ax+b
x’ +ax+bzl(x+1)(x+2)

Entdo a=3 e b=2

Assim

S)=e"" e glx)= ln@
Segue

ex2 +3x+2
gof(X)—ln{ 5 J

gof(x)=x>+3x+2-In2

Com dominio real.
Analisando o discriminante:

A=32—4~1~(2—ln2)
A=1+4In2 logo A>0

Entdo go f admite duas raizes reais distintas.

Alternativa E

Considere funcées /', g, f+g:R— R . Das afirmagées:

.  Se f e g sdoinjetoras, f+g € injetora;

ll. Se f e g sdo sobrejetoras, f+g & sobrejetora;

lll. Se f e g ndo s@o injetoras, f+g ndo é injetora;

IV. Se f e g ndo sdo sobrejetoras, f+g ndo é sobrejetora.
é(sao) verdadeira(s)

A)  nenhuma.

B) apenaslell.

C) apenaslelll.
D) apenasllile V.

E) todas.
Resolucao:
| Falsa.

Sejom f(x)=x+1e g(x)=—x+1
Entdo (f +g) é constante e néo injefora.

Il Falsa pelo mesmo contra exemplo.
Il Falsa.
Seja f(x)=x"+x e g(x)=—x"+x
Nem f, nem g sdo injetoras.



Mas (f+g)(x) =2x, assim (f+g) é injetora.
IV Falsa.
Novamente f(x)=x"+x e g(x)=-x"+x,assim f e g ndo sdo sobrejetoras.

Mas (f +g)(x)=2x que é sobrejefora.
Alternativa A

. . . oy ~ . .7 e~ 2 . 7 7 z ~
Seja n>6 um inteiro positivo ndo divisivel por 6 . Se, na diviséo de n* por 6, o quociente € um ndmero impar, entdo o resto
da diviséo de n por 6 é

AL
B) 2
) 3.
D) 4.
E) 5
Resolugao:

Seja n=6p+r com 1<r<5

Entdo n* =36p> +12pr +1°
2 2
n ) r
e —=06p +2pr+—
6 LT

Como 6p° +2pr é par, mas o quociente de n*> por 6 é impar, segue que o quociente de > por 6 é impar.
r? .
r=1:>€ tem quociente 0

2
,
r:23z tem quociente 0

r .
r:SéZ tem quociente 1

2
,
r=4:>z tem quociente 2

2
r=5:% tem quociente 4

Logo, r=3

Alternativa C

5
Considere a equogdo Zanx" =0 em que a soma dOS raizes é igUOl a -2 eos coeficien’res doy, Ay, dz, A3, d4 € As formom,
n=0

5
nesta ordem, uma progressdo geométrica com ay = 1. Entdo Zan é igual a
n=0

A -21.

2
B) ——.
) 3
o Z.

32
0 8

32
E) 63.
Resolucdo:

Temos: ax’ +a,x* +ax’ +a,x* +ax +a,=0
onde a,, a,, a,, a;,a,,a; éuma P.G. e a,=1
Pelas relacées de Girard:

a

-—4=-2 . a,=a;-2,logo a,q" =2a,4° . q=
ds

2



Assim:
ay,+a,+a,+a,+a,+a,=
6
3) -
2 63

5
Z“ﬁli—g

n=0 I 1
Alternativa D

Seja A solucdo real da equacdo VA +9 ++/20+17 =12. Entéo a soma das solucdes z, com Rez >0, da equagdo
P =0-32,¢

A V2.
B) 242
Q) 42.
D) 4.

E) 16.
Resolugdo:

"+ 0 +2h117) =122
(v )

(2 (x+9)(2x+17))2 —(118-31)
A? —848A+13312=0

A =816
5 848%816 A'=832
T2 ar=16

Apenas A" é solucdo real da equacéo dada.
Assim:

2 =—16=z=2+2i ou z=—2£-2i
As solucdes cuja Rez >0 sdo

ZI:\/EM/EI' e zzzﬁ—\/ii

zl+22:2\/5

Alternativa B

Seja p uma probabilidade sobre um espago amostral finito Q. Se 4 e B sdo eventos de Q tais que p(4) =%, r(B) =% e
1
p(4ANB) =7 as probabilidades dos eventos 4\B, AUB e A°UB° sdo, respectivamente,
MRS
46 4
B) l, 3 e l
66 4
1
o L, T3
6 12 4
pp L 3.1
36 3
E) l, I e E
4 12 4



Resolugao:

P(4\B)=P(4)~P(ANB)
111

PUANB) = - =

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)
111 7

P(AUB)=—+———=—
2 3 4 12

P(4°UB°)=1-P(4NB)
13

P(A°UB)=1--==
4 4

Alternativa E

Considere os seguintes resultados relativamente ao langamento de uma moeda:
I. Ocorréncia de duas caras em dois lancamentos.

ll. Ocorréncia de trés caras e uma coroa em quatro lancamentos.

lll. Ocorréncia de cinco caras e trés coroas em oito lancamentos.

Pode-se afirmar que

A) dos trés resultados, | é o mais provével.

B) dos trés resultados, Il é o mais provével.

C) dos trés resultados, Ill é o mais provével.

D) os resultados | e Il sGo igualmente provaveis.

E) os resultados Il e lll sGo igualmente provdveis.

Resolugdio:
| Probabilidade de duas caras:
11 1

22 4

Il Probabilidade de 3 caras e 1 coroa:
1111 1
22y =

2222 4

Il Probabilidade de 5 caras e 3 coroas:
1 ) 1111 ) 1 ) 11 7

22222222 % 3

Alternativa D

Considere 4e M (R) com det(A):x/g e aeR\{0}. Se det(O(AlAAI)Z\/EOLZ, ovalorde a é

A L
6

g YO
6

q 36

6
1.
E) +2l6.

Resolugdio:
Por Burt temos:

det(ad'-4-4') =6 o
det((xA’)-det A-det A =+/6 o



o’ -(detA)3 =6 o
Com a#0, fica
q3,(\/g)3:\/g.1

o' 66 =6, oﬁ:%

s 36 36

o =—= o=
6 6

Alternativa C

Sejam a um nimero real e n o ndmero de todas as solucdes reais e distintas x €[0,27] da equacdo

cos® x—sen® x +4sen’ x = a. Das afirmacdes:
|.Se a=0, entdo n=0;
II. Se az%, entdo n=38;
Ill.Se a=1, entGo n=7;
IV.Se a=3, entdo n=2;
é(sao) verdadeira(s)

A)  apenas |.

B) apenas |ll.

C) apenaslelll.

D) apenasllielV.

E) todas.

Resolucao:
Primeiro vamos deixar a equagdo expressa através de uma Unica funcéo trigonométrica:
cos® x —sen®x + dsen’x = a

(cos4 x+ sen"x)(cos4 x— sen"x) +4-senx=a
2
((1 - senzx) + sen“x)(cos2 x— senzx)(cos2 X+ senzx) +4-sen’x=a
2 4 2 2 6. _
1-2sen“x+2sen"x)({cos” x—sen"x)+4sen’x =a
(1 —2sen’x + 2sen4x)(1 - ZSenzx) +4sen’x=a
2 2 4 4 6 6. _
1—2sen“x +2sen”x +4sen”x + 2sen”x —4sen’x + 4sen"x = a

6sen’x —4sen’x+1=a

V)l Se a=0, entdo:
6sen’x —4sen’x+1=0

que é uma equacdo biquadrdtica em "senx", que n&o possui raizes reais.
n=0

Ml Se a :% , entdo:

6sen’x —4sen’x +1=

N | =

12sen’x —8sen’x+1=0

.. 8416

sen"x =
24

8+4
24

senx = i\/I ou senx = i\/I
2 6

n=_8§

sen’x =

VIl Se a=1, entdo:
6sen’x —4-sen’x+1=1

6sen’x —4-sen’x =0



2sen2x(3sen2x — 2) =0

2
senx =0 ou senx =% 5

L on=7

(V)IV Se a=3, entdo:
6sen’ —4-sen’x+1=3
6sen‘x—4-sen’x—2=0
3sen*x —2sen’x—1=0
, 24416 2+4
sen’x = ==—
6 6
. sen’x =1=> senx = %1
T on=2

Alternativa E

1 . ; cotgx—1 ;
Se cos2x =—, entdo um possivel valor de é
2 cossec(x —m)—sec(m—x)
A) ﬁ
2
B) 1.
Q) 2.
D) 3.
E) 2.
Resolugdio:

1
Dado que cos2x = 5 ent@o

2x:i§+2kn = x:i%—i-kn

Como cosx#0 e senx #0, temos

1 -1 1
cossec(x—m) = = =
sen(x—m) sen(m—x) senx
1 -1
sec(m—x)= =
cos(m—x) cosx
Assim:
cosx
-1
cotg x—1 __ senx
cossec(x—n)—sec(n—x) _LJF !
senx cosx
cos x —seny
—__ semx = _ _.ogx
—cos x-+ senx
Senx cos x

. 7 . 7z 7 Tc
Dentre as alternativas o Unico valor possivel para —cosx é 7 , que ocorre para X = ?

Alternativa A

10



Uma reta 7 tangencia uma circunferéncia num ponto B e intercepta uma reta s num ponto A exterior & circunferéncia. A
reta s passa pelo centro desta circunferéncia e a intercepta num ponto C, tal que o dngulo ABC seja obtuso. Entdo o
dngulo CAB éigual a

1

A —ABC.
2
3 R
B) Zn-24BC.
2
Q) 2 4cC.
3
D) 2 ABC-m.
E) 4Bc-L.
2
Resolugdo:

O triangulo BOC ¢ isésceles, assim:
BCO=0BC
CAB+BCO+ABC=mn

0BC +§ - ABC
CAB=m— (Béo + Aéc)
CAB = n—(AB’C—g+ AB’C]

CAB = 37” —24BC

Alternativa B

Sobre a pardbola definida pela equacdo x* +2xy+y* —2x+4y+1=0 pode-se afirmar que
A) ela ndo admite reta tangente paralela ao eixo Ox.

B) ela admite apenas uma reta tangente paralela ao eixo Ox.

C) ela admite duas retas tangentes paralela ao eixo Ox.

D) a abscissa do vértice da pardbola é x=-1.

2
E) a abscissa do vértice da pardbola é x = -3

Resolugdo:
Reta paralela ao eixo x serd y =4

Logo x* +2xA+ A> —2x+4A4+1=0
X +(24-2)x+ A +44+1=0

Como queremos uma reta tangente, essa equacdo deve fer solugdo Unica, portanto:
A=0

A=4(A—1)2—4(A2+4A+1)=0

A=44 -8A+4—-44 -164-4=0
—244=0, A=0
Logo y=0 é a Unica reta tangente.

Alternativa B

11



Das afirmacées:

I. Duas retas coplanares sdo correntes;

II.  Duas retas que ndo tém ponto em comum s@o reservas;

lll.  Dadas duas retas reversas, existem dois, e apenas dois, planos paralelos, cada um contendo uma das retas;
IV.  Os pontos médios dos lados de um quadrilétero reverso definem um paralelogramo,

é (sGo) verdadeira(s) apenas

A) L

B) lelll

C) lell.

D) llelV.
E) lellelV.
Resolucdo:

I.  Falsa, pois elas podem ser paralelas.

ll.  Falsa, pois retas paralelas ndo t&m ponto em comum e s@o coplanares.
lll.  Verdadeira.

IV.  Verdadeira.

Alternativa D

Um plano intercepta as arestas de um triedro ftrirretdngulo de vértice ¥V, determinando um ftriGngulo ABC cujos lados
medem, respectivamente, 10, 17 e 5cm . O volume, em c¢m’, do sélido VABC é

A 2
B) 4
Q W17
D) 6

£ 5V10

Resolugéio:
\
7
c
5
C

a’+b* =10
Como {b*+c* =25

a+ct=17

Somando as equacdes:
2(a* +b +c*) =52

A +b+c*=26
a*+25=26 =a=1
b*+17=26 =b=3
F+10=26 =c=4
be 1-3-4
=

a=—-

6

W | —

Logo seu volume serd V =

V =2cm’

Alternativa A

12



No sistema xOy os pontos 4=(2,0), B=(2,5) e C=(0,1) sdo vértices de um triéngulo inscrito na base de um cilindro

) . . volume ) . L.
circular reto de altura 8. Para este cilindro, razéo - — , em unidade de comprimento, é igual a
area total da superficie

A 1
g 100

105

1
o 1©

11
o 100

115

5
B 2

) 6
Resolugdo:
y
_________ +B(2,5)
conk. |
4(2,0)

Como:

2

(dAB)2 =(d,) +(db,C)2 , o fridngulo ABC é reténgulo em C.

Assim, o raio da base do cilindro é:
d

R =458

2
Rl

2

5 2
Volume n(g) ' _ 100
Area total 5 5\ 105
2n-5-8+2n- -

Alternativa B

Para z=1+iy, y>0, determine todos os pares (a,y), a>1, tais que z'° =a . Escreva @ e y em funcdo de Arg z.

Resolugdo:

Do enunciado, o afixo de z pertence & semi reta tracejada:

13



Im (z),

O e e e E T

Re (z)

Assim, z=p(cos@+i-senB), com 9€:|0, g[

Segue z" =p'"(cos100+isenl08) com 106 € ]0,57] .

O problema de obter (a,y) tal que z'*=a, com a>1, deve ser entendido como cos(106)=1 e sen(106)=0.

Assim
1006=2m ou 100=4mn
0=" ou e:z—”
5 5
Para ="
5

n 1 T
CoOS—=—=p, =sec—
. 5

z, =sec kid cosE+isenE =y =t ki
1 5 5 5 i g5

10
T
a, = (secf]
5

2
Para 6=2"
5
2n
p2 = SCC?

z, =Sec 2—“ cosz—nﬂ'senz—n =y, =t E
2 5 5 5 Y, =1g 5

Logo, os pares pedidos sdo:

(secnjm gt e (secm)m t 2n
5 b g 5 5 2 g 5

Determine o maior dominio D € R da funcéo
f:D—>R, f(x)=log (n )(4senx cosx—1)

X
4

Resolucdio:
Logaritmando e base devem ser positivos:

Base: x(ﬁ—xj>0 e x(E—x}tl
4 4

14



Estudo do sinal:

Logo, )C(E—xj>0<30<x<E 0]
4 4

Logaritmando: 4senxcosx—1>0
2sen(2x) -1>0

sen(2x) > %

De (l) basta resolver a inequacédo na primeira volta.

A S€n x

COS X

Obedecendo as condicées | e Il temos
o]
12" 4

Considere o polinémio P(m)=am’ -3m—-18, em que a €R é tal que a soma das raizes de P é igual a 3. Determine a raiz

m de P tal que duas, e apenas duas, solucdes da equagdo em x, x° +mx’ +(m+4)x+5=0, estejam no intervalo ]-2, 2[.

Resolugdo:

A soma das raizes de P é 3: E:3:a:1.
a

Logo P(m):m2 -3m-18

cuja raizes sGo m'=-3 e m"=6

Para m=-3 a equacdo dada se reduz a:
¥ -3 +x+5=0

15



Seja L(x)=x’-3x"+x+5.
Tem-se L(—2) =-17 e L(Z) =3.
Como L(-2)<0 e L(2)>0, existe um nimero impar de raizes reais no infervalo [-2, 2]. (Teorema de Bolzano).

Logo m =-3 nGo convém.

Para m =6 a equacéo dada se reduz a:
¥ +6x° +10x+5=0

Por inspegdo, x=-1 é raiz. Reduzindo o grau:

-1/1 6 10 5
15510
As outras raizes sdo raizes de x* +5x+5=0

5445
2
54

X, 2

el-2,2|

X
¢]-2,2[

Logo m=6 é a raiz pedidade P.

Quantos tetraedros regulares de mesma dimensdo podemos distinguir usando 4 cores distintas para pintar todas as suas
faces? Cada face s6 pode ser pintada com uma Unica cor.

Resolugdio:

Considerando as cores ¢y, ¢, c3 € c4.
) Todas as faces da mesma cor:
4 casos

l)  Usando exatamente duas cores:
C,,- 3casos =6-3casos=18 casos

5 —
Escolha 2facesdeuma
das coreduasfaces
cores daoutraou 3
facesdeumacor
eldaoutra, sendo
que na Ultima opgéo
podemos mudara cor
mais utilizada.

)  Usando exatamente trés cores:

C,- G- 1 caso =4-3-1casos =12 casos
s 23 =
Escolha Escolha uma vez escolhidas
as da escolhidas as cores
cores  cor é Unica a forma de pintar

que
repete

IV)  Usando as quatro cores:
Tomemos a cor ¢; para a base. Nas outras trés faces teremos uma permutacéo circular das trés cores restantes.
PC; casos =2 casos .

Do exposto, teremos um total de
4+ 18+ 12+ 2 casos
36 casos

Considere o sistema na varidvel real x:
¥-x=a
x—x =B
(a) Determine os nimeros reais o e B para que o sistema admita somente a solucdes reais.

(b) Para cada valor de B encontrado em (a), determine todas as solucées da equacdo x—x* =f
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Resolucao:

O sistema deve ter solucéo, e ela deve ser real.
Para x> —x—0a =0 admitir somente raiz real,
A=0

1+4020

az-t
4

1
Dado o> e o sistema pode admitir uma ou duas solucdes, dentre:

_1++4o+1 R _1-+4a+1

X 2 X, = 5

Para cada uma das solugdes comuns podemos determinar B em funcéo de o :
B]:xl_)‘]3 BZZXZ_XZ
=30 —ow4o+1 3o+ ov4o +1
p, = et R
2 2
Para que todas as solucdes da primeira equacdo sejam solucdes da segunda B, =8, :

“So-ov4o+1  —3Bo+o4o+1

2 2

o4 +1=0

1
a=0ou a=——
4

Para =0 segue B=0 e o sistema admite a solugdo S ={0,1}.

1 1
Para o= 1 segue P :g e o sistema admite a solugéo S = {E}

Comisso (o, B) pode ser (0,0) ou (—l,é)

Podemos, ainda, admitir que apenas uma raiz da primeira equacdo seja raiz da segunda, neste caso, basta tomar B=f, ou f=p, como
definidos acima.
Logo, existem infinitos pares de nGmeros reais que fazem o sistema admitir somente solucdes reais:

| Boa-ovdo+l [ 3o+ oo+
(o, B)=| o6, ——————| ou (o, B)=| o, ———— |, com «

1
= >__.
2 2

1 13
Sendo que para =0 ou o = 2 obtemos os casos particulares (o, B)=(0,0) e (o, B)= (_Z’ g) descritos anteriormente.

"no.n

b)  Para a solucdo "x" do sistema, tem-se:
X-x=a
X =o+x
Substituindo na segunda equacéo:
x-x(x*)=p
x—x(oH—x) =pB
x—ox—x"=f

x—ax—(o+x)=B

= —LH—B) é raiz.
o

Reducéo de grau:

oa+p
T o 1 0 -1 B
A
a o
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Logo as outras raizes sdo:

A

2

atp /4_3((“5)2
o
2

Logo x =
g (0+B) 1] a+p /
a 2| «a
1 B /4_3(a+ﬁj
2 a

Considere o sistema nas varidveis reais x e y:

xseno+3ycoso=a
xcoso+ ysena = b,

com OLE[O, %[ e a, beR. Andlise para que valores o, a e b o sistema é (i) possivel determinado, (i) possivel

indeterminado ou (iii) impossivel, respectivamente. Nos casos (i) e (i), encontre o respectivo conjunto solucéo.

Resolugéio:
Analisando o determinante do sistema:
seno.  3cosa

= D =sen’0 —3cos’*a

cosa sena

i)  Para o sistema ser possivel e determinado é necessdrio e suficiente que D #0
sen’a.—3cos’ oL # 0

tgz(x;t3:>tgot¢\/§ e tg(x;t—\/g

Como a€|0, ki segue ozl
2 3

. . . . T
Logo o sistema é possivel determinado para a ;tg , Va,belR.
if) Para o sistema ser possivel e indeterminado é necessdrio D=0:
T
D:O:>tg(x=\/§:>cx:§

O sistema se torna:

B

——x+=y=
2 2y ¢
S1
13
—x+—y=>b
2 2

Como o sistema admite infinitas solucées, as retas descritas pelas duas equacdes sdo coincidentes e uma equacdo é multipla da outra.

a \/—/2 =a= b\/g.

Logo,
9 b 12

O sistema serd indeterminado para: a _I ,a =3 , VbelR.

3
iii) Para o sistema ser impossivel as equacdes do sistema S1 devem representar retas paralelas distintas.

Assim, a# b3, VbelR e (ng.

Resolvendo para o caso i) pelo Teorema de Cramer:

a Ssena sena  a

Dx =

b cosa

cosa b

Dx acoso.— bsena
= 4tos oAt
D sen’o.—3cos’o
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Dy  bseno —acoso
D sen’o—3cos’a

§= acoso—bseno.  bsena —acosa
- E
sen’a—3cos’ o’ sen’o —3cos’

Para o caso ii) despreza-se uma equagdo de S1

NG

%x+7y=b = x:2b—\/§y

Asolugéo é S ={(2b—x/§y, y), ye]R}

e nas condigdes anferiormente estabelecidas para a e b.

Encontre os pares (oc, B) € ]O, %[ X ]O, %[ que satisfazem simultaneamente as equacoes

(tga+cotga)cososen—2cos’ (—P)=-1 e \/gsen(oc+B)+cos(0c+B) =3.

Resolucao:

{\/ESGH(OL-FB)-FCOS(OL-FB) =3

(tga+cotp)-coso-senB—2cos’ (a—B)=—1

e

gsen(a+ﬁ)+%cos(a+ﬁ) =

(Sena + SenB]’CoswsenB—ZCOSZ(O‘_B) =1
cosa  senP
NE)

seng-sen(a+|3)+cos§-cos(a+l3) =—

2
seno.sen B+ cos o.cos
( P B)-cosasenB—2c0s2((x—B):—l
cosasenf3
cos(aﬂ}—ﬁ) :ﬁ
3 2

cos(o—p)—2cos’(a.—p)=-1

a+B—E=iE+2kn
3 6

2cos’ (a.—P)—cos(o.—B)+1=0
(X+B:g+2kﬂ? ou a+B:g+2kn

cos(a—p)=1 ou cos(a—B)= —%

s T
Como (a, B)e |0,—| x [0,—
() } 2[ J 2[

entdo cos(a—B)z—% ndo tem solucdo, e o sistema se reduz a

a+[3:g (1) ou a+B:% (I

a—B=0 (Il
De (I) e (ll), vem (X:B:%
De (Il) e (Ill), vem a:ﬁ:%
Assim, as solugdes sdo (a,B):[g,gj e (Q,B):(%%j
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Determine a érea da figura plana situada no primeiro quadrante e delimitada pelas curvas (y—x—2)(y+%—2j =0 e

X' =2x+y*-8=0.

Resolugao:
¥ =2x+y"-8=0 :>(x—l)2 +y°=9

Circunferéncia de centro C=(1,0) e raio R=3

A equagdo (y—x—z)(y-#g—Zj:O conduz ao par de retas

r:y=x-2e s:y=—§+2

Representando graficamente

S\w

N | W

Seja S a drea hachurada pedida:

S =4, 0rcor=Arise + Anive

| 3.3 3
S=—q.32-—2,.2
4 2 2
(9% 9.3
4 4 4
S:9TE—6
4
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Em um tridngulo de vértices 4, B e C, a altura, a bissetriz e a mediana, relativamente ao vértice C, dividem o angulo

BCA em quatro @ngulos iguais. Se ¢ é a medida do lado oposto ao vértice C, calcule:
(a) A medida da mediana em funcéo de 7.

(b) Os angulos CAB, ABC e BCA .

Resolugdio:

) )

Considere a figura acima em que CH é altura, CP ¢ bissetrize CM é mediana, que dividem o dngulo C e em quatro angulos iguais.
Aplicando a lei dos senos no AACM , temos:
CcM  AM
sen(90°~ct)  sen3or

Y4
Como AM =5 sen(90°—a) = cosat , femos:

CM = f coso
2 sen3a

(1

Analogamente, aplicando a lei dos senos no ABCM , vem:
cM  BM
sen(90°-30) seno

CM = { cos3a
2 sena

(I

Igualando (I) e (Il), temos:
¢ coso. [ cos3a

2 sen3o. 2 sena
sen o - coso = sen3a. - cos3a
sen20. _ sen 60

2 2
200= 60 ou 200+ 600 =180°
a=0 (ndo convém) ou o =22,5°

a) BCA=40.=90°, portanto o AABC é reténgulo.
l
Assim, a mediana relativa & hipotenusa mede a metade da hipotenusa, ou seja, CM = 5

b)  Os angulos sdo:
BCA=40,=90°, CAB =90°—0.= 67,5°
e ABC =90°-30,=22,5°
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Seja  ABCDEFGH um paralelepipedo de bases retangulares ABCD e EFGH, em que A, B, C e D sdo,
respectivamente, as projecdes ortfogonais de £, F, G e H . As medidas das arestas distintas 4B, AD e AE constituem
um progressdo aritmética cuja soma é 12cm . Sabe-se que o volume da pirémide ABCF é igual a 10cm’. Calcule:

(a) As medidas das arestas do paralelepipedo.

(b) O volume e a drea total da superficie do paralelepipedo.

Resolucdo:
H G
‘
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
E 1 T
i - SO
3 e .
'D s N
LA NN e
z i i
h -
- -
Yoo T
ey -
e -
-
A X B

a) Como x, y e z estdo em P.A., temos:
xX=y-r e z=y+r,emaque r éa razdo da P.A.
A soma dos termos da P.A. é 12, portanto:
y-—r+y+y+r=12
3y=12
y=4

O volume da pirdmide ABCF é:

V:%zw, logo

As medidas das arestas s@o:
E=3cm, AD=4cm e AE=5cm
ou

EzScm, AD=4cm e AE=3cm

b)  Volume do paralelepipedo é:
V=345
V =60cm’
e a drea total:
S=2(3-4+4-5+3-5)

S =94cm’
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