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Galileu Galilei

O polindmio P(x)=x’ —3x* +10x’ —=30x” +81x—243 possui raizes complexas simétricas e uma raiz com valor igual ao

médulo das rafzes complexas. Determine todas as raizes do polinémio.

Resolucdo:

p(x)=x" =3x* +10x* —30x* + 81x — 243
z,=a+bi zy=—a—bi

z,=a—bi z,=—a+bi zy(real)

Soma das raizes:

Z 42, +2y+z,+2,=3

Sozs=3

Soma dos produtos das raizes duas a duas:
2,2, + 2,2y + 2,2, + 2,25 + 2,2y + 2,2, + 2,25 + 2,2, + 2,25 + 2,2, =10

zs(zl +22+z3+24)+22(zI +z3)+z,z3 +z4(z1 +z, +23)=10
2z, + 2,2, =10

(a +bi)(—a —bi)+(a —bi)(—a +bi) =10

Segue:
-a*+b* =5

Mas |z|=3=a’ +b* =9

Donde

a=+J2 e b=+J7
o 24T

z, =32 -7i
I
BN, W 7

z;=3

. : L 2n .
Calcule o determinante abaixo, no qual 0)=czs? ei=~-1

)
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Resolugdo:

Seja D o valor do determinante dado.
Pelo teorema de Jacobi substituimos a primeira coluna do determinante por sua soma com a terceira coluna:

1 o 0 i
01 -i o
D=
0 o i-1 1
Il o 1 i
Pela regra de Chié, reduzimos a ordem do determinante:

1 - o

D=lo i-1 1

0 1 0

Desenvolvendo diretamente o determinante pela regra de Sarrus, vem:
2
D=0’ —lzcis(3-7n)—l

=cis2n—-1=0

Determine ofs) valor(es) de x , inteiro(s) e positivo(s), que satisfaz(em) a equagéo

y=1[ z=0

X =i[yl (y—Z)}

Resolugdio:
Para cada valor de y, de 1 até x, desenvolve-se o produtério.

Valorde y  Produtério

y=1 (1-0)

y=2 (2-0)2-1)

y=3 (B-0)(3-1)(3-2)

y=4 (4-0)(4—1)(4-2)(4-3)

Cada produtério resulta em um fatorial. Assim,
X =1 204 3+ x!

Cujas solucdes séo, por inspecéo:
x=1
x=3

A partir de x =4, tfem-se x!>x’. Logo os Unicos valores sdo: x=1 e x=3.

Resolva a equagdo (logcosx sen’ x) . (logmszx sen x) =4

Resolugdio:

Das condicées de existéncia dos logaritmos, temos:
senx >0
cosx > 0= 2k < x <=+ 2kn
cosx #1 2



Com o auxilio das propriedades dos logaritmos desenvolvemos a equacéo.

(2-log,,,, senx) log,,,, senx. =4
cosx log,,,, cos® x

Z(IOgcosx sen x) : (logws; SeHX)' = 4

(log,,, sen x)2 =4

log,,.,senx=2 (1) ou log,, senx=-2 (II)
De (1) , vem:

senx = cos’ x

senx=1-sen’x

sen’x+senx—1=0
—1++5

2

senx =

Como senx >0, entdo senx =

—1+\/§
2

ex—arcsen( J+2kn, kel

De (11) , vem:
senx =cos "~ x

1
senx =————
1—sen”x

3
senx—sen’ x =1
sen’ x =senx —1
Das condicdes de existéncia, temos
O<senx<1 e portanto sen’x>0 e senx—1<0

~ 3 ~ ~

Logo a equacdo sen’ x =senx—1 ndo tem solucdo.
Assim, o conjunto solucdo obtido é:

Sz{xe]Rx=arcsen(_1;\/§J+2kn, keZ}

Seja ABCDA'B'C'D' um prisma reto de base retangular ABCD . Projeta-se o ponto médio M da maior aresta da base
sobre a diagonal AC, obtendo-se o ponto P . Em seguida projeta-se o ponto P na face oposta, obtendo-se o ponto
N4 -NC’

N . Sabe-se que =k . Determine o comprimento da menor aresta da base.

Resolugdo:

A

Suponhamos, sem perda de generalidade, que seja 4B a maior aresta da base.
Nesse caso, temos NC > NA e NC* — NA® =k . Desejamos calcular BC=x .
Pelo teorema de Pitdgoras no AAPN e ACPN , vem

CP*+ NP> =NC* (I)
{APZ +NP*=NA> (II)
Fazendo (1)—(1I):
CP*— AP’ =NC’ - NA> = CP* - AP’ =k (*)



Tracando o segmento CM  na base do prisma e considerando MA = MB = a , temos a seguinte figura:

C

P / X

Pelo teorema de Pitdgoras no tridngulo CMB obtemos CM* =a* +x”.
Nos triangulos CPM e APM , vem:

CP*+PM*=CM* |CP*+PM*=a’+x’ (1)
{AP2 fPMP=dt {APZ +PM* =d (1v)
Fazendo (11)—(1V)

CP’ - AP’ =x’

De (*),vem xzzijzx/z

Calcular o valor da expressé@o abaixo

i/370370~--037— 11---1 00---0
- —

"nyn \_ﬁ,_J
89 algarismos 30 algs "1'30 algs "0"

Obs: algs = algarismos

Resolugdo:

Podemos decompor 370370---037 como
- -

89 algarismos
37-10¥ +37-10% +37-10% +...+37-10° +37-10° :3'7~(1087 +10% +...+10°)

Pela férmula da soma dos termos da PG, vem:

37-100[(103)30—1}_37.(1090_1)_1090_1
10° -1 999 27

Podemos decompor 111--:1000---0 como:
30 algs 30 algs

10°-[(10)" ~1] g _ g0
10-1 )

10° +10°" +10* +...+10” =

Assim, a raiz dada equivale a:
i/10""—1_1060—103‘) B

27 9
_i/109°—1—3.106°+3~103°
27
10°-1) 10—
:3( ) :10 1:333...3
27 3 30 algs

O lado BC de um triangulo ABC & fixo e tem comprimento a. O orfocentro H do triangulo percorre uma retfa
paralela & reta suporte de BC e distante % da mesma.

a) Determine o lugar geométrico do ponto A quando H varia.
b) Determine o valor minimo da drea do trifingulo ABC quando 4 e H estdo no mesmo semi-plano definido pela

reta suporte de BC .



Resolugdo:
a) Sem perda de generalidade, consideramos B(0,0) e C(a,0).

Az’ ACx,y,)
,
a a
4 y=2
4 H(xllﬁg) 4
4
B(0) \C(a, 0 =~ X
t
Nota-se que x, =x,, .
Coeficiente angular de r:m, =2
4x,
Como rlt, m -m =-1
-4
2 -m, =1 mlzixﬁ
4x, a

Equacdo de 7 : y—y, =m(x—x,)

_—4xy, (

y—0= x—a)

a

4
——(ﬁ)-x+4xﬁ
a

Em que ¢ é a reta perpendicular o r e que passa por C.
O ponto A4 estd sobre ¢, tal que x, =x,, .

—4x
v, = £.x, +4x, , logo,
a

Ya= 7()‘11 )2 +4x,

-4
Assim o L.G. do vértice 4 é a pardbola de equacdo y=—x*>+4x, em que x é a abscissa de H(x,%) ,talque x#0 e x#a .
a

Trata-se de uma pardbola que passa por B e C, com vértice situado & distancia “a” de BC, equidistante de B e C; desta

pardbola retiram-se os pontos B e C nos quais o tringulo néo estd definido.

b) Para x=0 tem-se y, =0 o que evidencia um triGngulo impossivel (inexistente). Na vizinhanca positiva de x=0 y, aproxima-se
de zero.

Logo a drea de ABC pode ser tdo pequena quanto se queira, tendendo a zero.

Um professor dd um teste surpresa para uma turma de 9 alunos, e diz que o teste pode ser feito sozinho ou em grupos
de 2 alunos. De quantas formas a turma pode ser organizar para fazer o teste? (Por exemplo, uma turma de 3 alunos
pode ser organizar de 4 formas e uma turma de 4 alunos pode se organizar de 10 formas)

Resolugdo:

Nenhuma dupla: 1 forma
Uma dupla: C,, =36 formas

G, C -21
Duas duplas: M=L=378 formas
2! 2
G, C,-C 21
Trés duplas: —2 37'2 s2 _ 36 261 10:1260 formas

¢, C,-C,-C
Quatro duplas: W =945 formas

O total de formas serd:
1+36+378+1260+945 = 2620 formas



Resolver o sistema de equacoes {

x/;—\/;:log3§

277 48" =5.4"

Resolugdo:

Restricdo de dominio: x>0, y>0.

e Supondo x>y:
) x=Jy>0

i) log, (1] =log, y —log,x <0 posto que log,x >log,y .
x

Logo \/;—\/;zlog{zj é impossivel para x>y .
X

e Supondo x<y

) x4y <o

i) log, (1] =log,y —log,x>0
x

Logo x/;—\/;:log{zj é impossivel para x<y .
X

Resta x =y . De fato, \/;—\/—zlog}f
x

Assim, x =y . Substituindo na segunda equagéo:
22 48 =5.4"

4.2 +(27) =5(2')

Seja t=2":

£ -5 +4t=0

t-(£=5t+4)=0

As solucbes sdo t=0,1=1,t=4

Regressando & variavel x :
2" =0 (impossivel)
2*=1=x=0 (impossivel)
2'=4=x=2

logo x=2,y=2 ¢ S={(2,2)}

Sejam p o semiperimetro de um tridngulo, S sua drea, r e R os raios de suas circunferéncias inscrita e circunscrita,

respectivamente. Demonstre que vale a seguinte desigualdade

2
ﬁssm’eszi
9 27

Resolucdo:

Sejam a,b,c os lados do triGngulo de vértices 4,B,C

23

19 parte: T-SSr-R

A érea do tringulo é S :(Mj-r

2



Da lei dos senos:
a b ¢ a+b+c

= = = =2R,ouseja a+b+c=2R(senA+senB+senC)
send senB senC senAd-+senB+senC

Assim, a desigualdade equivale a
2x/§_S_2\/§ a+b+c .
9 9 2

NG

=—-(send+senB+senC)-2R-r ([
9

Afungéo y=senx é cobncava, para 0<x<180°, pois y''=-senx<0 para x nesse intervalo.

Assim, pela desigualdade de Jensen, temos
sen A +sen B+sen C (A+B+C]
3 <sen

sen A+sen B +senC< 3sen[1830 J

W3
2

sen A+sen B +senC<

Assim, em (I):

23 . 3

- S——(senA+senB+senC)-2R-rS

V3 33

——ZR r
9

3
29 parte: ZLZR-r
27

Da desigualdade das médias, temos:

a+b+c
————>3abe

2—pZSabc
3

3

8p
27

> abc

A érea do triangulo é S _abe , portanto:
4R
3
80" 5 455k
27

Mas temos ainda que S =p-r, logo:
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