"4 matemdtica é o alfabeto com que Deus escreveu o mundo"

Galileu Galilei

Um jogo de dominé possui 28 pecas com duas pontas numeradas de zero a seis, independentemente, de modo que
cada pega seja Unica, conforme ilustra a Figura 1.
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O jogo se desenrola da seguinte forma:

1-

Quatro jogadores se posicionam nos lados de uma mesa quadrada.

No inicio do jogo, cada jogador recebe um conjunto de 7 pecas, de forma aleatéria, de modo que somente o

detentor das pecas possa ver seu conteGdo.

As acdes ocorrem por turnos no sentido anti-hordrio.

O jogador com a peca 6/6 coloca-a sobre a mesa e em seguida cada jogador, na sua vez, executa uma de duas

agoes possiveis:

a. Adiciona uma de suas pecas de forma adjacente a uma das duas extremidades livres do jogo na mesa, de
modo que as pegas sejam encaixadas com pontas de mesmo valor.

b. Passa a vez, caso ndo possua nenhuma peca com ponta igual a uma das extremidades livres da mesa.

Vence o jogo o primeiro jogador que ficar sem pecas na méo.
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No jogo da Figura 2 (acima), é a sua vez de jogar e vocé constatou que o jogador & sua direita ndo possui pecas com
ponta 5 e o jogador & sua frente ndo possui pecas com ponta 0. Vocé analisou todas as possiveis configuracées de pecas
que os jogadores podem ter em suas mdos e decidiu jogar de modo a garantir que uma das pontas livres da mesa sé
possa ser usada por uma peca de sua posse, e que esta serd a sua Ultima peca em méo. Ao utilizar essa estratégia:

a)

b)

Quantas configuragdes de pecas nas méaos dos jogadores garantem a vitéria do jogo a vocé?
Essa quantidade corresponde a qual percentual do total de configuracées possiveis?

Observagégo:
* A ordem das pecas na méao de um jogador néo importa.




Resolucdo:

a) O conjunto das pecas que estdo nas maos dos outros jogadores é {32, 4|0, 4], 5/0, 5[1, 5|4, 6]0, 6|5}. Pelas  restricdes,
necessariamente, a peca 5|0 deve estar na méo do jogador & esquerda. Considerando que eu devo jogar de modo a garantir
que uma das pontas livres da mesa sé possa ser usada por uma peca da minha posse, eu devo encaixar a peca 6|2 na peca
6|3, deixando as duas pontas livies com o nGmero 2. Para que eu tenha garantida a vitéria, basta que a pega 3|2 ndo esteja
na méo do jogador & esquerda. Com a peca 3|2 na méo do jogador & direita, o nUmero de configuracées é 6, sendo duas em
que ele tem apenas uma peca com o nimero 0 e quatro em que ele tem duas pecas com o nimero 0. Com a peca 3|2 na

mao do jogador & frente, o nimero de configuragdes é 3. Assim, ao todo, 6+3=9 configuracdes garantem a minha vitéria.
b) Além das 9 configuragées que fazem com que eu tenha a vitéria garantida, hd apenas outra configuragéo possivel. Esta ocorre
na hipétese de o jogador & esquerda ter as pecas 5|0 e 3|2. Com isso, hd, ao todo, 10 possiveis configuracdes. Assim, a

quantidade de configuracées que garantem a minha vitéria corresponde a 90% do total de configuracées possiveis.

Definimos a funcdo f: N — N da seguinte forma:

f(2n)=f(n), n=1
f(2n+1)= f(n)+20022"] 55y
Determine f(f(2019)).

Observacéo: [k] é o maior inteiro menor ou igual a k.

Resolugdio:

f(en+1)=2"=" 4 r(n)

Se 2" <n<2"", entdo | log,n |=m.
£(2019) =2 =11y £(1009)

=27 42l r(504)
=2"+2% f(252)
=2"+2%+ f(126)
=2"+2"%+ f(63)
=2" 128 2l r(31)
=2"+ 2% 28 42l r(15)
=2" 42528 420 27y p(7)
=27 4252 12 122 2 L 1(3)
=22 4252 120 4 22+ 2 2y (1)
=2"+2% 2" +2° + 27 +2' +2° +1
=800

=2=2ly r(12)



=2'+£(6)

=2+ f(3)

=2* 2=l r(1)
=2'+2"+1
=8+1+1

=10

Dadas as funcées definidas nos reais R:
Six) =€, fo(x) = sen(x), f3(x) = cos(x), fa(x) = sen(2x) e f5(x) = ™.

Mostre que existe uma Unica solucéo a1, az, as, aa, as, tal que:

a1fi(x) + axfa(x) + a3fs(x) + asfa(x) + asfs(x) seja a funcdo constante nula, onde a1, az, as, as, as, € R.

Resolugdio:

Definindo

F(x)=ae" +aysen(x)+ascos(x)+a, sen(2x)+ase™

Deseja-se calcular a1, a2, as, a4, as para que F(x) seja identicamente nula.

Denotando por F¥ a i-ésima derivada de F, temos

FY(x)=ae* +a, sen(x)+a,cos(x)+16 a, sen(2x)+aze™
F(4)(x)—F(x) =15 a, sen(2x) =0 (Identicamente nula)
a, =0
F(x)=ae" +a, sen(x)+aycos(x)+a, sen(2x)+ase™, com a,=0
F(x)=ae" +a, sen(x)+a;cos(x)+ae”

FP(x)=ae* ~a, sen(x)-a,cos(x)+ae™
FO(x)~F(x)=0=-2-a, sen(x)~2a,cos(x)=0
F(2)(x)+F(x)5032alex+2ase’x =0=aq =0a;=0

.'.F(x)EOéal:aZ:a3:a4:a5:0

2Z -
Seja Z um nUmero complexo tal que — possui argumento igual a 3n/4 e log3(2Z+ZZ+l)=2. Determine o nimero

complexo Z.

Resolugdo:

. a=|Z|cosd p
S Z =a+bi=|Z|cis® —=1g0 |
eja a+bi=|Z|cis _){b:|Z|sen6_>a tgl
Logo, tem-se Z=a-bi= ‘Z‘cis(—e).
Do enunciado, 10g3<ZZ +22+1) =2

—2Z+2Z+1=9
—2(a+bi)+2(a-bi)+1=9

—>4a=8—>a=2
Seja W —2Z.—>W—2|Z|Cise—201’{6—(—64—nﬂ—2cis(29—nj
Zi |Z|cis(—6)cis(gj 2 2



Do enunciado:

n_3n St 5n

:arg(W):3—“—>26)—————)26:——>6):—:£+E
4 2 4 4 8§ 2 8

- . 2tg§
Tem-se que tg—=tg|2-— |=—>—=1
q g4 g( 8)
T T
—St1g’=+2g=-1=0
€ 8 g8

2+
2_72\/5. Como tgg>0:tgg=\/§—l

A=4+4=8=1g" =
8 2

T m T
Tem-se tg0=tg| —+— |=—cotg—
g g[z 8j &g

Em , tem-se b=atgh
—>b=2[—cotggj=

) —2(\/§+1)
2-1 2.1

=2(v2+1)

Portanto, |Z = 2—2(x/§+1)i

Mostre que os nimeros 16, 24 e 81 podem pertencer a uma PG e obtenha a quantidade de termos dessa PG, sabendo
que seus elementos sGo ndmeros naturais.

Resolugdo:

Seja uma PG com razdo g, cujos elementos sGo numeros naturais. Provemos que 16, 24 e 81 podem ser termos de uma
PG desse tipo.
Da teoria de PG, tem-se:

4 4
I 81:16-q”—>q“—81—i:(3j

16 20 2
24 2.3 (3Y
Il 24=16-¢" >¢" === =2
79 =672 (2)
81 3.3 (3Y)
M. 81=24-¢° >¢°=—"= _[2
779 =5 "3 (2]

3
Dessa forma, pode-se afirmar que ¢ = > coma=4,b=1ec=3.

Vejamos se hé termos menores que 16 nessa PG:

x:E: 16 :E—nceN—)M é o 1°termo da PG —>aqa, =16

3
¢ %
Encontremos os outros termos dessa PG:

a, =16

a2=16q=16~%=24

a3:16q2:24-§=36
2
3 3
a,=16g" =36-—=54
2
4 3
as =16q" =54 2:81

24
a, =16¢° :81-2:—3—”16 ¢ N — Essa PG sé tem 5 termos
2 2

Logo, a PG é (16, 24, 36, 54, 81).



Seja o polindmio g(x) = x* — 8x* + 6x% + 40x + 25 + k que possui valor minimo igual a — 64, onde k é uma constante real.
Determine as raizes de g(x).

Resolugdo:
19 Solugéo
Analisando a derivada de g(x) é possivel verificar os pontos onde ocorrem os mdximos e minimos
q(x)=x* —8x* +6x> +40x+25+k
q'(x) =4x’ —24x +12x+ 40
Por pesquisa de raizes percebemos que —1 é raiz, ou seja, ¢'(-1)=0.
Desta forma podemos reduzir o grau da equacéo simplificada de ¢’(x): x* —6x”> +3x+10=0, através de Briot-Ruffini:

-1 |1 -6 3 10
[1 =7 10

=x*-7x+10=0

As outras raizes sGo dadas por:

- +72477 —4(1)(10) 743 :{xz =5
2

2 x, =2

3
Testando os valores no polindmio original, temos:
g(=1)=(=1)*=8(=1)* +6(=1)* +40(-1) + 25+ K =0+ k
q(2)=(2)" —=8(2)’ + 6(2)* +40(2)+ 25+ K =81+k
q(5) =(5)* =8(5)’ +6(5)" +40(5) +25+K =0+k
Desta forma q(x) atinge o minimo em -1 e 5
Llogo: 0+k=—64 = k=-64
q(x) é portanto: x* —8x* +6x> +40x-39=0
Por pesquisa de raizes temos que 1 e 3 sdo raizes e podemos escrever g(x) da seguinte forma:
g(x) = (x =3)(x —1)(ax* + bx* +¢) = (x* —4x+3)(ax’ + bx’ +¢)
Dividindo ¢(x) por x* —4x+3 , temos:
x* —8x® + 6x7 +40x -39 x> —4x+3
—x*+4x 35 x*—4x-13
—4x* +3x7 +40x -39
+4x’ —16x" +12x
—13x% +52x -39
13x% +52x -39
—

As raizes x* —4x—13 sdo:

o +4E(—4)’ —4-(1)(-13) _ 4+2J17 :{x'—Zwﬁ

2 PR P

As raizes de g(x) sdo, portanto: {2—@,1,3,2+\/ﬁ}
2 Solugéo
g(x)—k =x* —8x" +6x° +40x+25 = ((x—5)(x +1))’
g(x)—k=((x=5)(x+1)) 20
q(x)zk
Como o minimo de ¢(x) é —64, k=-64
()=((e+1)(x-5)) -
(9= ((e+)(x=5) +8)((x+1)(x-5)-8)

q(x):(x2—4x+3)(x2—4x—13)

q =
q =
[12
q(x)z(x—l)(x—_’a)(x2 —4x—13)—>x2 —4x—13=0—>x=w
szix/ﬁ

As raizes de g(x) s@o, portanto: {2—@,1,3,2+\/ﬁ}



Determine todas as solucées da equacdo
4sen®(7x)-cos(2x) + 2 sen(9x) + 8 sen” (x) + 5cos(2x) + 2 sen(5x) = 4

no intervalo FTR,ZR}.

Resolugdo:

4sen® (7x)cos(2x) + 2sen(9x) + 8sen” (x) + 5 cos(2x) + 2sen(5x) = 4, xe [% , Zn}

4sen’ (7x)cos(2x) + 2sen(9x) + 5cos(2x) + 2sen(5x) — (4 —8sen’x) = 0

4sen®(7x)cos(2x) + 2sen(9x) + 2sen(5x) + 5cos(2x) — 4(1—2sen’x) = 0
|

cos(2x)

4sen’ (7x)cos(2x) +2 (sen(9x) + sen(Sx)) +5cos(2x)—4cos(2x) =0

4sen®(7x)cos(2x) +2-2sen ( ox er >x j cos ( ox ; ij +cos(2x) =0

4sen’ (7x)cos(2x) + 4sen(7x) cos(2x) +cos(2x) = 0

cos(2x)-| 4sen’ (7x) + 4sen(7x) +1] =0

cos(2x)- [2sen(7x) + 1]2 =0

cos(2x)=0 ou 2sen(7x)+1=0
1
sen(7x)=——
(7x) 5
Para: cos(2x)=0 ou Para: ou Para:
2y =£+kn 2sen(7x)+1 1= 0 2sen(7x)+11:0
 kr (k41 Sen(7x):—5 sen(7x)=—5
X=—+—= I
4 2 4
3n T n
Como xe|—,2m |: Tx=—+2km Tx=—+2kn
2 6 6
3_n£ 2k +1 <o o= 12k -1 x - 12k+7 n
2 4 42 42
6<2k+1<8 Comoxer—nﬂn}: Como xe[3—n,2n}:
5<2k<7 2 2
5 7 3 _(12k-1 3n (12k+7
Z<k<—=k=3 —< n<2n —<| —— |n<2xn
27T 2 [ 42 j 2 ( 42 j
I n 63<12k-1<84 63<12k7<84
0g0, x € —
4 64 <12k <85 56 <12k <77
ESksg—S:k:6ek=7 ESkﬁﬂ:k=5ek=6
3 12 3 12
71n 837 67n 791
Logo, x=——ou x=—— Logo, x=——ou x=——
42 42 42 42

_J67a Tlow 7o 790 83a
42742747 27




345
A reta r é normal & conica C, de equacdo 9x* — 4y = 36, no ponto A =(3,T\/_J e intercepta o eixo das abscissas no

ponto B. Sabendo que F é o foco da cénica C mais préximo ao ponto A. determine a drea do tridngulo ABF.

Resolugdo:

A figura ilustra a cénica e os demais pontos.

A
y
\ 7
o3 /
: | r
-2 2 B> x
R —

. . . _ A y X . - N
Derivando implicitamente a equagdo da cénica, tem-se que d_: - Com isso, o coeficiente angular da reta normal & cénica no

x4y

4 245 25 -0
ponto 4, que ¢ a reta r, é tal que m, =~ Va , ou ainda, m, =—i. Sendo B =(x,,0), tem-se que —i: a , 0 que
X, 9 9 X, —Xg

39
implica x, :T’ considerando que F = (c, 0), tem-se que ¢?=4+9, ou ainda ¢ =+/13 . Desse modo, x, =+/13 . Com isso, sendo §

a drea do tribngulo ABF, S :W:%'(”_“ﬁ)'ﬁ'

Uma corda CD corta o diémetro AB de um circulo de raio R no ponto E. Sabendo que o angulo ABC =30° e que
EC = R~2, calcule a medida do segmento ED .

Resolugdo:

Seja O o centro da circunferéncia de diGmetro AB=2R.

Dado que EC=R\J2 e ABC =30° , fem-se que o ponto E deve estar entre O e B, conforme a figura, pois EC=RJ2>R=0C.

Caso contrdrio, teriamos EC < R .

3

Dado que AB ¢é diametro — AABC é retdngulo em C. Desta forma, BC = ABcos30° :2R-7:R\/§.



Seja EB = y = AE =2R —y . No ABEC, tem-se:
— Lei dos cossenos

E_C2 =Ez +R,‘2 —2EB-BC-cos30°
(R\2)" =y +(R\3Y’ —2-y-R~5'g

2R* -y =3R*-3Ry
¥ =3Ry+R* =0
A=9R* —-4R* =5R’

_3R++5R
2

Descartando a solugdo @ , pois y < 2R:

A=)

—SAE=2R-y =(4_32+*/EJR =(1+2*/§JR

Dadas as cordas AB e CD , tem-se a seguinte Poténcia de Ponto:

AE-EB=EC-ED

(1+£JR-(3_2*/§JR=R\E-E

2

:\/E~E:—3_\/§+3\/§_5R
4
=2 ED= Z\E_ZR
ED = \/54—\/5 R:\/E(\f_l)R

Um cubo com diagonal principal AG ¢é interceptado pelo plano a, perpendicular & AG, formando uma secéo
hexagonal regular. Calcule, em fungéo da aresta a do cubo:

a) o apétema dessa secéo hexagonal;

b) o raio da esfera que é tangente a essa secdo e as faces do cubo que contém o vértice 4.

Resolugdio:
a) Observe a figura.
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Os vértices da seccdo devem ser os pontos médios das respectivas arestas a que pertencem. O ponto O é o centro do hexdgono
e do cubo, o ponto O’ é a projecio de O sobre a face inferior do cubo e B é o ponto médio de CD . Com isso,

00 -2 ¢« 0B=42
2 4
a6

) 2
Assim, 032 S - a2 , 0 que implica OB =——.
2 4 4

a6

Portanto, o apétema da seccdo é

b) Observe a figura.
F
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a3 . L — a6
. Com isso, |6 que OBZT, no

Na figura, JO=JJ'=R, sendo R o raio da esfera. Sabe-se que A0 =
—  3av2
a\/_ . Com a semelhanca dos triangulos AOB e AJ’J, observa-se

2 2
4B’ [#J +(a\/gJ , 0 que implica AB = 2

AAOB , AB =
4
o o a6 3a2
que 0B =—_AB , ou ainda 4 4
R A0-R R a3
2
Disso, conclui-se que R = #a.
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