"4 matemdtica é o alfabeto com que Deus escreveu o mundo"
Galileu Galilei
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Um conjunto 6éptico é formado por uma lente convergente e um prisma de Amici, conforme mostra a Figura 1. O
conjunfo estd totalmente integrado, sendo formado pelo mesmo vidro. A lente possui centro 6ptico O e foco F situado
sobre a face-hipotenusa do prisma. Nesse prisma, os raios incidentes sobre a face-hipotenusa sofrem reflexdo interna
total. Uma lanterna cilindrica muito potente, com poténcia éptica de P=ny/3 W e didmetro d =10 cm, gera raios de
luz paralelos ao eixo principal da lente. A lanterna estd solidaria ao sistema éptico e seus raios sdo focalizados pela lente
e refletidos pelo prisma, até a sua face-cateto plana, saindo do prisma e projetando a luz sobre um anteparo plano
alinhado verticalmente.

Conforme mostra a Figura 2, no intervalo 0<¢<12's, todo o conjunto éptico comega a girar, a partir do instante em
que P coincide com T, em velocidade angular constante @=n/36 rad/s. Dessa forma, o contorno da luz projetada no

anteparo passa a ser uma curva plana, conhecida na matemdtica.

Diante do exposto, determine:

a) o angulo de abertura 0 do cone formado na safda do prisma, quando o indice de refracéo do conjunto dptico é o
minimo para que o feixe luminoso seja totalmente refletido na face-hipotenusa;

b) a expressdo da velocidade escalar v(#) com que o ponto P (intersecdo do eixo do cone com o anteparo) desloca-se
verticalmente ao longo do anteparo; e

c) a densidade de poténcia, em W/m?, da luz projetada no anteparo, em ¢ =9 s. Neste caso, considere que todas as
dimensées do prisma sdo muito pequenas em relacéo & dist@ncia para o anteparo, ou seja, o dngulo de abertura é
0 ao longo de todo o cone de saida, a partir de F.

Dados:
e omeioexternoéoar:n=1;

. ﬁ=ﬁ=5(1+2\/§)cm; e

*  aseparacdo horizontal entre o foco F da lente e o anteparo, no ponto 7, é FT =10m.




Observacao:
* alinha FP, prolongamento de FA4, é o eixo do cone;

o éngulo © é o dngulo entre o eixo e qualquer geratriz do cone de luz de saida do prisma; e
desconsidere qualquer perda da intensidade luminosa ao longo de todo o percurso até o anteparo.

Resolucdo:

a)

Para que ocorra reflexdo total de todo o feixe, devemos ter em F:
sen o -ny =sen 90°n,

1

Son =

" sena

Sendo que:

tg(45°—a):%

(45 o) =1
s(1+2v2)  (1+242)

.'.tgoc=2—\/5

No retorno para o ar, teremos entdo:
sen(45°—a)-n, =sen0-(1)

(sen 45°-cosa +seno. - cos 45°)- =sen®
seno
2
~——(cosa—sena.)- =sen®
2 sen o
Q L—1 =sen0
2 \tga
oo Y2[(1-2442) _1(2-V2) 1
2 2-42 ) 2l2-42) 2
5.0=30°

b)




Observe a figura, nela notamos que em cada instante, v(7) pode ser decomposto nas direcdes tangencial e radial, assim temos:

cosmt =

Sendo que:
b 10 10m

v, =or=|—|
(36) cos () 36_00{751‘]

Por fim,

v(1) =(13()675st21@

Parat = 9 s, temos:

ot = £]~9=E rad
36 4

Assim, a figura estard da forma:

N PT=10m
Onde:
cos(45°-6) 10
FM
M =— 10
X cos(45-9)

Ainda:

tg(75°) =%, NT =10-tg75°
zg(15°)=%,ﬁzlo¢gl5"

MN = NT — MT =20~/3 (sendo esse o eixo maior da elipse)

Lembramos aqui que caso a elipse seja definida pela secdo cénica de, a excentricidade da elipse pode ser dada por:

. [cosy) _cos(90°-wr)  cosdse (\/%j 2
3

= = = :\/i, sendo 0 a inclinacdo do eixo do cone com sua geratriz e y a inclinacéo
cos6 cos30° (\/5/)
2

entre o eixo e o plano inclinado que corta a secédo conica.

cosO

E, ainda:

e=£ c=ae=20\/§(\/§J=20ﬁ



Sendo:

a’=b*+¢*
(20&)2 - +(20J§)2
- b? =400(3-2)

-.b=20 (sendo esse o eixo menor)

Por fim, a drea da elipse vale:
A—n-ab—n(z()g/g]~(22()j—100nﬁ

E a densidade de poténcia:

c:[sz ™3 =i=0,01VV2
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tanque |
L H
L -
entrada 1 entrada 2
M
—vﬁ—/
- V]r Rz
| Cﬁp __Y_
K L _'_Saida
circuito de agitador
aquecimento
Figura 1

A Pry(W)
400

280
200

>

50 75 125 150 #min)

Figura 2

A Figura 1 ilustra um tanque industrial contendo duas entradas e uma saida, além de um circuito de aquecimento. A
temperatura do liquido no interior do tanque deve ser controlada, a fim de alimentar o processo industrial conectado na
saida do tanque. O agitador mistura continuamente os liquidos que chegam pelas entradas, de maneira que o volume
total de liquido dentro do tanque esteja sempre numa Unica temperatura. A perda térmica do tanque pode ser

desprezada.

Considere o tanque inicialmente vazio, com a valvula de saida fechada e o sistema de aquecimento desligado. Em ¢ =0
a vélvula da entrada 1 é aberta com uma vazéo de dgua de 1 L/min & temperatura de 10 °C e a vdélvula da entrada 2
com uma vazéo de dgua de 0,25 L/min & temperatura de 30 °C. Nessas condicdes, determine:

a) atemperatura da dgua no interior do tanque em ¢ = 50 min;

b) a temperatura da dgua no interior do tanque em ¢ = 150 min, se o circuito de aquecimento é ligado em 7= 50 min e
a poténcia dissipada na resisténcia Ry, P, , varia de acordo com o grdfico da Figura 2; e

c) atensdo Vr que deverd ser ajustada na fonte para manter a temperatura da égua na safda em 22 °C apéds um longo
tempo de funcionamento do sistema (¢ >> 150 min), sabendo que a vélvula da entrada 2 foi fechada, o volume no
interior do tanque encontra-se nessa mesma temperatura de 22 °C e a vélvula de safda foi aberta com a mesma

vazdo da vélvula da entrada 1.

Dados:
. R=20Q;
¢« R=10Q;

e lcal=42]J;
¢ calor especifico da dgua (¢) =1 cal/g °C; e
* densidade da dgua =1 kg/L.



Resolucdo:

a) Em z=350min, as quantidades de dgua que entram no tanque através das vélvulas 1 e 2 séo:

Vélvula 1 — 7ol =£~50min:50Lsob temperatura de 10 °C.
min

Vélvula 2 — Vol, = 0’2,5 L -50min =12,5 L sob temperatura de 30 °C.
min

Para a temperatura no tanque (temperatura de equilibrio) 7, temos:
20=0

0+0,=0
Vol,-d-c,-(T,-T,)+Vol,-d,-c,-(T,—~T,)=0

T - Vol -T, +Vol, - T,
£ Vol, +Vol,

50-10+12,5-30
T, =221 22" _fl4°C
£ 50+12,5

b)  Atemperatura da dgua sem o circuito de aquecimento em funcionamento permanece constante em 14 °C.
Entre 50 min e 150 min a energia transferida & dgua por efeito Joule é dada pela drea do grdfico da Figura 2, portanto:

(400+200)-25-60 (400+280)-50-60
E, = +

—— 2
energia

transferida
& agua

+280-25-60

E, =1,89-10°17

(150'104+E'10’3jm3-103k—g}~4,2-IO3L-(T
2 m

e it —14) =1,89-10°
g.

1,89-10°-2
T/[rml = +
' 4,2-375-1000

Ty =16,4°C
c) Apds um longo tempo de funcionamento, temos que a cada minuto 1 L de dgua entra a 10 °C e sai a 22 °C sofrendo uma

variagdo de temperatura de 12 °C.

— Erérmica =P em R
2

térmica At — * dissipada
mA.CA.AT:RZ.iz N mA.CA.AT:RZ. V; 2
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2
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Uma particula carregada efetua um movimento circular na regiGo onde hd um campo magnético, conforme mostra a
figura. Durante todo o movimento, uma anftena situada no ponto mais & esquerda da trajetéria acompanha
rigorosamente a imagem da particula refletida em um espelho plano, que se desloca para a esquerda em velocidade
constante, conforme mostra a figura. Em fun¢é@o do tempo ¢ e dos dados da questdo, determine:

a) as componentes x e y da posicdo da imagem da particula em relagdo a antena;

b) as componentes x e y da velocidade da imagem da particula; e

c) a velocidade angular da antena, a partir dos resultados obtidos nos itens anteriores.

Consideracdes:

* noinstante =0, a particula estd no ponto mais & direita da trajetéria;

* noinstante =0, o espelho parte da posicéo onde estd situada a antena; e
e despreze o efeito gravitacional.

Dados:

*  carga da particula: +Q;

*  massa da particula: m;

*  médulo da velocidade do espelho: u;

*  médulo da densidade de campo magnético da regido: B; e
*  raio da trajetéria: r.

Resolugdio:
a)
A
%
Y
AR
0 X
g -
ut
2 B
Temos que: Tzﬂ:co:Q—
B m

A velocidade linear do MCU vale,
v=o-r

A posicdo da particula em relacdo ao referencial na antena é:
X, =7+7cosQ B
? com (p:mt:Q—t
y, =7 seno m



Esta particula gera uma imagem cujas disténcias da antena s@o:
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x==2ut—r(l+cosQ)
y=rsenQ

Substituindo @

x(t)=—2ut - {1 + cos(Qrftﬂ

y(t)=r sen(@t]

m

v, (1)= % =2u+r- sen[Q—tj o8

m m
v, (1)=—2u+ ’Q—Bsen(@t]
m m
v, (t)= Y _ r- cos[@tj 0B
’ dt m m
vy(t):rQ—Bcos(@t]
m m
espelho
Ay ]’\ *
| I
Ax

Temos, para um instante ¢:

o _v(0) _y

‘8 Ax x(t) X

Derivando a expresséo
dx

o _d a7
y dt dt
sec’0-— 7 (/) e

onde % =®' é a velocidade angular da antena pedida

Vo X—V_ -y
sec’ 0 ' =S——"—
X
2 2
X+
secH = 2y
X

YV, X=V YV X=V Y

) x2+y2 x2+y2
x 2
X

Substituindo os valores de x, vx, y € vy determinados nos itens anteriores, temos:

QBFEr +(2ut+r)- cos(QBtD - 2ursen(@tj
oM m m

- 2
rsen’ (@tj + [2ut +r+ rcos(QBtD
m m

o'=
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j lente

F

Como mostra a figura, uma lente convergente, que estd pendurada no teto por duas molas ideais de constante eléstica £,
é submetida a uma forga vertical F para baixo. Determine:

a) para que valores de F a lente produz uma imagem real de uma figura colada no teto; e
b) o valor de F para o qual a imagem real tem o dobro do tamanho da figura colada no teto.

Dados:

* disténcia entre o centro éptico da lente e o teto para F=0:d; e
* disténcia focal da lente: f=3d

Resolugdo:

Inicio: F=0—>p=d

7

a) Como a lente é convergente, produz imagem real quando p > f. Assim:
p>3d

U

deformacéo das molas > 2d

(x)
Fel =K -x —[Fel > 2Kd]|

Para o equilibrio:
F=2Fel

F >4Kd

b) Imagem real — invertida
i=-20

PN T

p



Usando a equacdo de Gauss:

) ) o 7 . .
Como o comprimento natural das molas é 'd" a deformacéo é: x=5d. Assim, a forca "F" aplicada, que vale o dobro da
elastica de cada mola, é assim calculada:

F:2Fel:2'K-x:2-K-%d

F=7K-d

C

|_
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O circuito da figura acima possui potencial 7> 0 em seu né central. Esse circuito estende-se em direcdo ao infinito, com
suas resisténcias sendo reduzidas & metade, gradativamente, e as capaciténcias todas iguais a C. Enquanto isso, o
potencial vai se reduzindo também em direcdo ao infinito até atingir o valor nulo.

Considerando um tempo infinito de funcionamento do circuito, determine a energia total armazenada nos capacitores.

Resolugdo:

Para o circuito infinito, temos:

. v,
y i - "
R/4
v, R/4
v, vV,
R/2 R/2
R/4 ; R2 ; R/4
c c c R/2 c
R2 ¥,
R R !
C ¢
Vv,
C Vv C
R R
R2 R/2
C v, c v, C
R/4 ; / < T N\gR2 ;R/4
R2
v,
v, v,
R/4
R/4 C /\/\ ¢
K W WA b
=, R v, R X



Podemos analisar o circuito da seguinte forma:

by v, 8R/2 v, 8C
|| . |
m |

v, 8R/4 v,

l W W
l_—> R/8

i > R/16

A resisténcia equivalente efetiva para o circuito serd:
R R R
Req= —+—+—+..
4 8 16
N

Soma de P.G infinita de razdo -

1

R
Req =i1
2

Pela 1¢ Lei de Ohm, temos:
V =Req-i

Para cada grupo de resistores, temos:

R (2VY V
VI—VZ:VIZ:—-[—]:

s UR) 4

R (2V) V

V, V.=V, =—-| =— |==

2 3 23 [R] 8

V.-V, =£-g:— ... € assim sucessivamente.
32 R 16

Logo, a energia armazenada nos capacitores seréd igual a:

8C 8C 8C
EToral :7(K2)2 +7(V )2 +7(

23

2 2

scl(vY (vY [V :
ETozal:7 o + = + = +
2|\ 4 8 16

P.G infinita de razdo L

Vi) .

V2
8C | 16
ETatal:7‘
2|1
4
cv?
ETutaI:T
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fonte de luz

Um estroboscépio foi montado utilizando-se uma fonte de luz branca e trés polarizadores, conforme mostra a figura. Os
polarizadores P e P, estdo com seus planos de polarizagéo orfogonais e o polarizador P, gira com frequéncia angular
constante a ®, em torno do eixo, e no sentido, conforme indicados na figura. Em um ambiente completamente escuro, a
luz estroboscépica ilumina a massa de um péndulo simples sempre que ela passa no ponto 4, indicado na figura,
dando a impressdo de que a massa estd parada na posicdo inferior do péndulo. Sabendo que a aceleracdo da
gravidade é g, determine:

a) aintensidade da luz estroboscépica em fungéo do @ngulo 8, entre os planos de polarizacgo de Be P, ;

b) o comprimento L do péndulo.

Dado:
* intensidade mdaxima da luz estroboscépica iluminando o péndulo, se os trés polarizadores estivessem alinhados: 1, .

Observacgo:
* estroboscédpio: instrumento usado para iluminar, de maneira intermitente, um objeto; e

* considere que a visdo humana sé é capaz de perceber a intensidade luminosa quando ela é méxima.

Resolucdo:

a)

P, P,
I I, I, I,
¢
/ -
Luz ndo Polarizagdo Polarizagdo

polarizada vertical horizontal

Da lei de Malus sabemos que a intensidade da onda polarizada I diminuiu para I cos? 0 ao passar por um polarizador, enquanto
a luz natural e a circularmente polarizada, diminuem sua intensidade pela metade.

O enunciado traz que a intensidade na saida de P3 com os 3 polarizadores alinhados é Io. Isso permite concluir que a intensidade
na saida de P1 também é Iy, tendo em vista que o alinhamento dos planos de polarizacdo de Pi com P2 e Ps preserva a
intensidade 71 ao atravessd-los. Matematicamente pode ser entendido como: 0 = 0 — I cos?0 = 1

Portanto, a intensidade 11 pedida no item é: I1 = Io

Observamos que essa intensidade ndo é funcdo de 0, visto que a componente de luz ainda néo atravessou P2. Essa dependéncia
ocorre entre P2 e P3, da seguinte forma:

I,=1,-cos’0=1,cos’ 0
b)  Pela expressdo
I
I =gsen (20)

n 3n Sm Tn . -
—, ou seja, em 4 momentos durante uma rotacdo completa.

Temos que os méximos de intensidade ocorrem em YISy € 1

11



Desta forma, um quarto deste periodo deve coincidir com a metade do periodo do pé&ndulo

4 2
(27“)1 = TPéndu/o = 27': ﬁ
o) 2 g
i: l - |l= 22
20 g 4w

Considere uma corda de densidade linear constante p e comprimento 2R . A corda tem as suas extremidades unidas e

é posta a girar no espago em velocidade angular®. Apds um leve toque em um ponto da corda, um pulso ondulatério
passa a percorré-la. Calcule as possiveis velocidades do pulso para um observador que vé& a corda girar.

Resolugdo:

Para a corda girante temos:

Temos entdo:
2-Tsenf=mao>-R (1)
Para éngulos pequenos:
i) sen6=0
i)

R

<) L

R

B R
sen20 sen(90°-0)

Pela lei dos senos:

L R
2sen®-cos® cosO

L
sen0=— (2
IR 2

Substituindo-se (2) em (1), temos:

2~T-L:m-m2-R
2R

I:wZ.RZ

il

Pela férmula de Taylor:

T
V=

u
v=+vo’R?
v=mR

v — Velocidade do pulso na corda

12



Para a velocidade do pulso em relacdo a um observador externo, temos:

'—
V' = Veorda +

pulso

v'=0-R+oR

v'=2mR se o pulso gira no mesmo sentido da corda.
ou

v'=vy

corda

%

pulso

v'=0 se o pulso gira no sentido contrério ao da corda.

30°

2,543

Obs: comprimentos
em metros

A figura acima mostra um brago robético, com duas juntas (J, eJ,) e dois bracos (B, e B,), que é usado para pegar

um bloco que é liberado do alto de uma rampa sem atrito, a partir do repouso.
No instante em que o bloco ¢ liberado, a junta J, é acionada com velocidade angular constante ©, =—2rod/s e a junta

J, é acionada com velocidade angular o, .

Diante do exposto:

a) determine o comprimento do braco B, para que a garra do manipulador alcance o bloco no exato instante em que
ele atinge o ponto 4 ;

b) determine a velocidade angular ®,, em rad/s, em que a junta J, deverd ser acionada para que a garra do
manipulador chegue no ponto 4 no mesmo instante do bloco; e

c) faca um esboco da configuracdo final do manipulador, mostrando todas as cotas, no momento em que a garra do
manipulador pega o bloco.
Dado:

e aceleracdo da gravidade: g =10 m/s”.

Resolugdo:

Tempo para o bloco chegar até “4”:

13



F; =P-sen 30°

m-a =m-g-sen 30° —> a=5m/s*
a2
S:SO+VOI+7

5.1
2

10= —>t=2s

S . . b1 . . L .
Nesse tempo, a juncdo 1 terd rotacionado A rad = 30°. Assim, a nova configuragéo é representada a seguir:

a) Pela configurag@o mostrada: L=3,5m

b)  J& que o brago Bz girou o dobro de Bi, o, =20, — |o, =g rad/s

9

300
=~
N\ 60° 1
J,
2,53 4
309
6

< V/E)rmiga

Z

Alguns animais t8m mecanismos de defesa muito curiosos. Os besouros-bombardeiros, por exemplo, séo insetos que
disparam jatos de uma substdncia superquente pelos seus traseiros quando se sentem ameagados. Seus corpos s@o
equipados com duas glandulas nas extremidades de seus abdomens e essas estruturas contém diferentes substancias
quimicas. Quando os insetos sdo provocados, essas substdncias sGo combinadas em uma cdmara de reacdo e séo
produzidas explosées na forma de um intenso jato - aquecido de 20 °C para 100 °C pelo calor da reacéo - para

afugentar suas presas. A pressdo elevada permite que o composto seja lancado para fora com velocidade de 240 cm /s .
Uma formiga se aproxima do besouro, pela retaguarda deste e em linha reta, a uma velocidade média de 0,20 cm/s e
o besouro permanece parado com seu traseiro a uma disténcia de Imm do chdo. Quando pressente o inimigo, o
besouro langa o jato em direcdo & formiga.

Determine:

a) o calor latente da reacdo das substancias, em J/kg;

b) o rendimento da méquina térmica, representada pelo besouro;

c) adistdncia minima, em cm, entre os insetos, para que o jato do besouro atinja a formiga; e

d) a velocidade, em cm/s, que a formiga adquire ao ser atingida pelo jato do besouro (assumindo que todo o liquido
figue impregnado na formiga).

Dados:

* calores especificos das substancias e do liquido borrifado: ¢=4,19x10°J/Kg.K ;
* massa da formiga: Mpmiga = 6,0 mg;

* massa do besouro: Meesouro= 290 mg;

* massa do jato: mjue = 0,30 mg;

* velocidade média da formiga: v .. = 0,20 cm/s; e

* aceleragdo da gravidade: g = 10 m/s.

14



Resolucgo:

a) O calor liberado pela reacdo quimica das substancias é convertido no aquecimento e na ejecdo do jato.
Durante esse processo, existe um movimento do besouro no sentido oposto ao do jato, quando sua velocidade poderia ser
determinada pela conservacéo do momento linear.
Contudo, como as ordens de grandezas das massas do besouro e do jato séo bem distintas, a velocidade do besouro serd
desprezada.

QL = Qx +E;
2
_ M o * v
Mg, L=m,-c- AG+—2

Considerando msubst. = mJato

2 2
L:c~A6+v—:(4,19~103)~80+(2’4j

2 2
L=3,35-10° J/ kg

b) O rendimento da mdquina térmica é dado por:

n=—
0
Considerando o trabalho como energia il utilizada para a ejecdo do jato, temos:
T=AEc =%~mjm V= %0,3-10’(’(2,4)2
1=8,64-107J

A quantidade de calor Q envolvida é

Q=mg,, L=03-10°-3,35-10°
0=1,00-10"J

Por fim:

8,64-107

=10 =8,64-10° =0,00086 %

Tempo de queda do jato:

-3
t = %3/2 107 102425
! g 10

Desta forma a disténcia d é:
d =V, =240-107 ~(10’2\/5) =3,4-10"m

d) Considerando desprezivel a altura da formiga, e a componente de velocidade do jato v, < v_, femos por conservag@o do

momento linear que:

Oo=0;

Mo Viato = (Mto F Miomiga )V
0,3-10°-240-107 =(0,3-10° + 6~10’6)-vf

v,=0,11m/s ou 11ecm/s

15
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A figura acima mostra um sistema em equilibrio composto por trés corpos presos por tirantes de comprimento L cada,
carregados com cargas iguais a Q. Os corpos possuem massas m; e mz, conforme indicados na figura. Sabendo que o
tirante conectado & massa m, ndo estd tensionado, determine os valores de m; e my em funcéo de ke Q.

Dados:

e constante dielétrica do meio: kK [Nm?/C?];
e carga elétrica dos corpos: O [C];

e comprimento dos firantes: L =2 m;

ﬁ}.

altura: hz(Z—— m
3

¢ aceleragéo da gravidade: g =10 m/s?; e

e o =30°

Resolugdo:

Sistema de forcas e medidas

Analisando a geometria do problema, percebemos que a massa “m2” estd exatamente no baricentro do tringulo (que é equilatero:
B =30). Assim, analisando o diagrama de corpo livre de “m2":

N 120° . P=F
£ £, K-0? di — distancia entre “m1” e “m>”
g ==
1
2 2
. mtoe K@ [, 30
P V313 40
senf
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Fazendo agora o sistema de forcas de “mi” (da direita):

Ay Fy,
r | R.+F =T,
\ T, 2
' Q -cos 30°+ [ZQZ =T -cos 60° d> — disténcia entre as massas “m1”
l 2
~ F,,
7. 60 CF, x g 331 p L
— > > 42 4 2
F, 30
) r- K0’ [” 2]
P, F
Fr,=0
T :F +B
T -sen 60° = F,xsen 30°+m, - g
3W3 1|3 3, 1
——+m,-10
Ko [4 2] 2 R

m 10 9[9 3, j

m =%(3+\/§)
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