A maremdiicg & o alobets dom gue Dvuy cscrereu o sando”

frailen Craditer

NOTACOES
R : conjunto dos ndmeros reais
N : conjunto dos ndmeros naturais
C : conjunto dos nimeros complexos
i : unidade imagindria: i*=—1
|z| : médulo do nimero zeC
det A : determinante da matriz 4
d(4,B) : disténcia do ponto 4 ao ponto B
d (P, r) : disténcia do ponto P & reta r
AB : segmento de extremidades nos pontos 4 e B
A : medida do angulo do vértice 4
[a, b] = {xeR:a<x<b}
[a b[ = {XGRZOISX<b}
la,b] = {xeR:a<x<b}
lab = {xeR:a<x<b}
(f°g)x) = fgkx)
X\Yy = {xeXeerY}
]Z:Oak = a,+a+a,+..+a,, sendo n inteiro ndo negativo

Observacéo: Os sistemas de coordenadas considerados séo os cartesianos retangulares.



Os lados de um triéingulo de vértices A,Be C medem AB= 3 ¢cm, BC= 7 cm e CA = 8 cm. A circunferéncia inscrita no tridngulo
tangencia o lado AB no ponto N e o lado CA no ponto K. Entéo, o comprimento do segmento NK ,em cm, é

A ()2,

B ( ) 242.

c () 3.

D) ( ) 2v3.
7

B) | )5-

Comentdrio:

Seja AN =x . Por Tangéncia: AK =x .

Sabendo as medidas dos lados e usando tangéncia:

BN =BP=3-x
Ck=CP=8-x

Como

BC=17
BP+PC=BC
3—x4+8—x=7T>x=2

Aplicando Lei dos Cossenos no A4ABC (angulo BAC ):

BC*=AB*+ AC* —=2AB- AC -cos0
49=9+64-2-3-8-cosbt

4800s9=24%cos«9=%%9=60"

Como AANK ¢ isésceles com 0 =60°= AANK ¢é equildtero.

Portanto, NK =x=2

Alternativa A



Se x é um nUmero real que satisfaz x* =x + 2, entdo x '°é igual a

A ()P +Tx +9
B) ( )3x*+6x+8

C) ( )13+ 16x+12.
D) ( )7x*+5x+9

E) ( )9x*+3x+10.
Comentdrios:

Tem-se x’ =x+2 . Portanto,

xm:x-xQ:x-(x3)3:x-(x+2)3:

=x(x*+3-x7-243-x-4+8) =
=x(x3+6x2+12x+8)=
=x(x+2+6x2+12x+8):
=x(6x2+13x+10):
=6x" +13x" +10x =
=6(x+2)+13x" +10x =
=6x+12+13x> +10x =

=13x> +16x+12

Alternativa C

Sejam a e b nimeros infeiros positivos. Se a e b sdo, nessa ordem, termos consecutivos

12
de uma progress@o geométrica de razéo % e o termo independente de (ax—%} é igual a 7920, entdo a + b é
x

A ()2

B ( )3

a ()4

D) ( )5

B ()6

Comentdrios:

(a,b) inteiros e em PG de razéo %:b=a%:a=2b

n

Termo geral de binémio (x+y)":

Logo, bindmio

Termo independente de x

n
+1 _[ Jxﬂp_yp
p




Tem-se, portanto,

12
T, _[ . Ja4 -(=b)" =7920

N M}fl.lf.gi 2t b =79

Como

a=2b= -9 166" =1-4.16

b?=1->b=1-a=2—a+b=3

Alternativa B

Considere as funcées f,g:R—R dadas porf(x) =ax +b eg(x)=cx +d, com

a,b,c,deR,a#0ec#0.Se fog™ =g™o f", entdo uma relacdo entre as constantes a, b, ¢ e d é dada por

A ) b+ ad=d+ bc.

B) ( )d+ba=c+db.

C) ( )a+tdb=b+cd

D) ( )btac=d+ba.

E) ( )ctda=b+cd

Comentdrios:

f(x)=ax+b:x:a-f"(x)-kb—)f’l(x): x=b
a

x—d

C

g(x)=cx+d=>x=c-g'(x)+d > g '(x)=
(x;dj_b:(x;b)_djx—d—bc:
a c Y

=b+ad=d+bc

flogl=glof"=
_x—b-ad

Y

Alternativa A

Sejam x,,...,x; €,,..., ¥s nOmeros reais arbitrdrios e A = (a;) uma matriz 5 x 5 definida por a;=x,+y;, 1<i, j<5.Seréa

caracterfstica da matriz A, entdo o maior valor possivel de r é

A ()L

B) ( )2

a ()3

D) ) 4.

E) | ) 5.

Comentdrios:
Tem-se que

X+y 4ty xty; 5ty 4 tYs
N0 %1y, XNty Nty Xt
A=|x+y X+, X+Y; Y, X+
Xgt 0 Xgty, Xty Xty X, tYs

XstY Xs+), Xty Xs+V, Xs+)s



Representando por |A| o determinante da matriz A, adicionando-se, as linhas 2, 3, 4 € 5, o produto da linha 1 por -1, tem-se que

Xty 4ty xty; xty, 5t+ys
Xy =X N =X X XX X T X
‘A‘: X=X, Xy—X, X=X, X;—X, X;—X,
X=X, X,—X, X=X X=X, X,—X

Xs =X Xs=Xp Xs—X Xs—X Xy—X
Adicionando-se, agora, as colunas 2, 3, 4 e 5, o produto da primeira coluna por -1, tem-se que

XN =N Vs=N Va=N VsTN
X, =X, 0 0 0 0
Al=|x,-x, 0 0 0 0
X, — X, 0 0 0 0
xs—x, 0 0 0 0

Com isso, conclui-se que o determinante de A é zero, o que significa que a matriz A ndo tem caracteristica 5.

Realizando-se as mesmas operacdes, justificaria-se que o determinante de qualquer submatriz de ordem 4 e qualquer submatriz de ordem 3
também seria igual a zero, o que implica que a caracteristica ndo é 4 e nem 3.

Agora, sendo
Xy, xEY

Jj+1
X= s
YtV XYatYin
observa-se que
NEYp YT
‘X‘: 0 ?
Xiv1 ™%

ou ainda,
[X]==(x,,=x,)( Vi =Y;)-

Considerando que x,,x,...X; € ¥, ,¥,,.. Vs sGo arbitrdrios, | X| ndo é, necessariamente, igual a zero. Assim, o maior valor possivel de r é 2.

Alternativa B

Sobre duas retas paralelas 7 e s sGo tomados 13 pontos, m pontos em r e n pontos em s, sendo m > n. Com os pontos sdo
formados todos os tringulos e quadrildteros convexos possiveis. Sabe-se que o quociente entre o nimero de quadrilateros e o
nimero de tringulos é 15/11. Entdo, os valores de n e m s@o, respectivamente,

A )2ell
B) ( )3el0
C) ( )4e9
D) ( )5es.
E) ( )é6eT7.

Comentdrios:
O numero de quadrilateros coincide com o nimero de escolhas de dois pontos de r e dois pontos de s. Desse modo, o ndmero de

quadrilateros é

_m-(m=1)-n-(n-1)
Y

Ch.Co,

m,2

O numero de triingulos coincide com o nimero de escolhas de dois pontos de r e um ponto de s mais o nimero de escolhas de um ponto
de r e dois pontos de s. Desse modo, o nimero de triéingulos é

_m-n-(m+n-2)

C
2

m,2 : Cn,l +Cm,1 : Cn,Z



Com isso,

m-(m=1)-n-(n-1)

s BB
m-n(m+n-2) 1’
2

ou ainda,
11-(m-1)-(n—1)=30-(m+n-2).

Considerando que n=13—m,
m*=13m+42=0,
o que implica m=6 ou m=7.

Com m=6,n=7e,comm=7,n=6. Assim, |G que m>n,n=6 e m=7.

Alternativa E

Considere a definicdo: duas circunferéncias sGo orfogonais quando se interceptam em dois pontos distintos e nesses pontos
suas tangentes sdo perpendiculares. Com relacdo as circunferéncias C;: x>+ (v +4)° =7, Co: X+’ =9e C; - (x- 5)° + ) =
16, podemos afirmar que

A) () somente C; e C;sdo ortogonais.

B) ( ) somente C;e C;sao orfogonais.

C) ( ) C,éortogonal a Cie a Cs.

D) ( ) Cj, Cye C;sao ortogonais duas a duas.

E) ( ) ndo hd ortogonalidade entre as circunferéncias.
Comentdrios:

O centro e o raio da circunferéncia C; séo, respectivamente, 0,=(0,-4) e R :\/7.
O centro e o raio da circunferéncia C,séo, respectivamente, 0,=(0,0) e R,=3.
O centro e o raio da circunferéncia Cs séo, respectivamente, 0,=(5,0)e R,=4.

Considerando que

d(0,,0,)<R +R, e [d(olsoz)]z:R12+R227
C,é ortogonal a C;.
Considerando que

d(0,,0,)<R,+R; e [d(0,,0,)]'=R; +R;,

C, é ortogonal a Cs.
Considerando que
d(0,,0,)<R +Ry e [d(01>03)]2>R12+R32a
C; e C3ndo sdo ortogonais.
Assim, C,é ortogonal a C;e a Cs.

Alternativa C



As raizes do polindmio 1 +z+ 2> +2° + 2/ + 22+ 2° + 2/, quando representadas no plano complexo, formam os vértices de um
poligono convexo cuja drea é

)«5—1

2
B) | )\/5+1

Comentérios:
Tem-se que
8
-1
1+Z+2Z*+.+ 77 :L,
Z-1
Com Z #1.
Disso,
8 —
A 1:0,
Z -1
Com Z#1. lIsso implica
z=41,

Com Z #1.

A figura ilustra as representacdes geométricas das sete raizes do polindmio.

k]m
Z

Z;

5

Da figura, conclui-se que a drea do poligono equivale & drea de um tringulo retdngulo de catetos medindo 1 mais as dreas de seis
triangulos isésceles de laterais medindo 1 e dngulo entre elas medindo 45°.

Assim, a drea do poligono é
g I, Ilosends® 143V2

2 2 2

Alternativa D



Se log, 7=a e log, #=b, entdo

1 1.1
A —+—<—.
) )a b 2
B ( )i<lilg
2 a b
QO ( )i<iil3
a b 2
D) | )§<l+l£2
2 a
1 1
E 2<—+—
) () P
Comentdrios:
Tem-se que
l:10 2el:10 5
a Ex b 8x>:
Com isso,

1 1
—+ —=log_10.
a b Ex

Tem-se, ainda, que

7 <10,

o que implica

log,, 7 <log, /10,
Qv ainda,

log 10 >logm10.

Considerando que
1 1
log”IO:;+ 5 e longO:Z,
Conclui-se que
1 1

—+—>2.
a b

Alternativa E

O lugar geométrico das solucdes da equacdo x° + bx + 1 =0, quando |b| <2, beR , é representado no plano complexo por

A) () dois pontos.
B) ( ) um segmento de reta.
C) ( ) uma circunferéncia menos dois pontos.
D) ( ) uma circunferéncia menos um ponto.
E) ( ) uma circunferéncia.
Comentdrios:
Com |b|< 2, o discriminante da equagéo é negativo, o que indica que as solucdes serdo imagindrias.
Sendo
x=a+ pfi,com a,f € R, tem-se que
(a+ Biy +b-(a+ Bi)+1=0,
Qv ainda,
(@ = > +ba+1)+af +bp)i=0.
Disso,

a’ - f+ba+1=0
B(2a +b)=0



b
Com fS-(Qa+b)=0, =0 ou az-E.Comﬂzo ea’—f+ba+1=0, &’ + ba +1=0, mas esta equagdo tem nenhuma solucéo real.
Isso implica que n&o hé solugéo para =0 .

Com az-% e o’ - f+ba+1=0,

2_4—b2
p= 4
ou ainda,
g =30
>

Com isso, a equacdo x*+ba +1=0, com |b|<2, tem duas solucdes com afixos

SRR

>

>

2 2 2 2
Sendo
b 4-b b 4-b
a=—— e ff=- ou a=——e ff=— ,
2 2 2 2
Tem-se que
a’+ pr=1.

b . . Lo - - . .
Como a=—e —2<b< 2, conclui-se que —l<a<1. Assim, o lugar geométrico das solucdes da equacdo é definido conjunto

{(@.p)eR*: e’ + =1~ 1<a<1},

que corresponde & circunferéncia com centro na origem e raio 1, exceto os pontos (-1,0) e (1,0).

Alternativa C

Em um tringulo de vértices A, B e C sdo dados B=7/2,C=7/3 e o lado BC =1 c¢m. Se o lado AB é o didmetro de uma
circunferéncia, entdo a érea da parte do triangulo ABC externa & circunferéncia, em cm?, é

7z3\/§

AL IS
B) | )%—g
Q| )?—%
D) | )%—%
| )%”—%
Comentdrios:

1) ﬁ:%,é:% egz ,pois;‘:+]§+6=7z

K]

) DoAABCtemos que AB=+/3cm e AC =2cm



) SejaM e AC tal que M ¢ a interseccdo da circunferéncia A de centro 0, com o segmento de reta AC . Perceba que o AAMB é

_ 3 -
retdngulo em M, desse fato, temos que BMZTCm e AM=50m

BC-AB N

V) [ABC]===— = [ABC|=="cm

V) [AMB]=M = [AMB]=¥cm2

VI) A drea da regiGo hachurada (H) é dada por:

_7(OM)*

H [MOB]

Obs.: OM = ATB e o AMOB ¢ equildtero.
2 2
B[ B L[ B)B 7 35
2 6 2 4 8 16
Portanto a drea da parte do tringulo ABC externa & circunferéncia é

NEENE [n 3@}5\/5 r

[ABC]-[AMB]-H="2 - Y2 |2 N2 | NG 7
2 8 8 16 16 8
Notacdo: [ABC] = Area do triéngulo ABC.

Alternativa D

tg’x -3t
Com relacé@o & equacéo Ll ol

2

+1=0, podemos afirmar que
—3tg"x

A ( )no in’rervolo}—%,%{ a soma das solucdes é igual a O.

B) ( ) nointervalo }—%,%[ a soma das solucdes é maior que 0.

C) ( ) aequacgdo admite apenas uma solucédo real.

D) ( ) existe uma Unica solucdo no intervalo [O,%]

E) ( ) existem duas solucdes no intervalo }—%,0]

Comentérios:
Dada a equagéo

th(x)_3tg(x)+1:0 (*)
1-3tg%(x)

()  De (*) temos que 1-3tg*(x)#0 = lg(x):ti?

() Resolvendo (*)

120 -31g() || 18 () -3g(0)+1 -3’
1-3tg”(x) 1-3tg%(x)

<1’ (x)-3tg(x)+1-31g%(x)=0

S+ (¥)]-3g()[1+1g(x)]=0
S[1+1g(0)[1-tg(x)+1g° (x)]-31g (x)[1+1g(x)]=0

S[1+tg(x)][tg’ (x)—4tg(x)+1]=0 =1+1g(x)=0 ou tg’(x)—4tg(x)+1=0

(M) 1-tg(x)=0 = tg(x)=—1

10



(V) tg*(x)—-41g(x)+1=0 = tg(x)=2+x/§ outg(x)= 2-3

2+\/§
T
1
2-3
0
_r
2

. , . T - p .
A partir do argumento concluimos que no m’rervolo}—;,g[o soma das solucdes é maior que 5.

Alternativa B
Questdn 13
Sejom A e B matrizes quadradas n x n tais que A+ B =A . B e I, a matriz identidade n x n. Das afirmacées:
I. 1I,-Béinversivel;
II. 1I,- A éinversivel;

. A.B=B.A.

é (sao) verdadeira(s)

A () Somentel.

B) ( )Somentell.
C) () Somentelll.
D) ( )Somentelell.
E) ( ) Todas.
Comentdrios:

A +B=AB

Manipulando essa expressao:

A+B+AB = A-AB=-B= A(I-B)=-B = A (I-B)+I=1-B
=1-B-A(-B)=1=(1-A)(I-B)=I
det(I-A)-det(I-B) =1 = det(I-A)= 0 = (I-B) e (I-A) sdo inversiveis.
det(I-B)#0 = | ell séo verdadeiras.

Como (I-A)(I-B)=1=(1-A) é imersa de (I-B).
Logo, (I-A)(I-B)=1
I-A-B+BA=] = BA=A+B=AB = lll é verdadeira.

Alternativa E

11



xX+y+z =0
Se o sistema {2a’y+(2a* —a)z =0 admite infinitas solucdes, entdo os possiveis valores do parametro a s@o

x+ay+(a@’-1)z =0

~1-\3 —1+3

A ()01 .
2 2
B () 0.1 1-3 143
b bl 2 b 2 .
q | )0_1—1+\/§ 143
b b 2 b 2 .

D) () 0,-1—1-+3,-1+3.
E) () 0,-11-4/3 1+43.

Comentdrios:
X+yz =0
Se o sistema {2a’y+(2a*—a)z =0 admite infinitas solucées, entdo

x+ay+(a’ -1z =0

1 1 1
0 24a* 2a*-a|=0
1 a a -1

Resolvendo o determinante acima:

1-2a° (&’ =)+1-2a*—a)1+1-a-0-1-2a*> 1-1-0-(’ = 1)=1- a-2a* —a)=0
24° -2a* +2a* —a-2a* -24° +a* =0
2a*-3a>—a=0

a-(2a’-3a-1)=0=a=0o0u2a’-3a-1=0 (¥

Note que -1 é raiz de (*), aplicando Briot Ruffini

1 g_g :‘i 701 = (=(a+1)-2a’ ~2a~1) e(*)=0=(a+1) (24’ ~2a~1)=0=>a+1=0 ou2a’ —2a~1=0.
Resolvendo 24% —24-1=0 temos que a:1—2\/§ o :1+2J§ ’
ivei . 1-3 143
Os possiveis valores de a sGo 0,-1,7*/—, +2\/— .

Alternativa B

12



w

1 x x* x
. . 12 3 4 s ) - .
Considere a matriz 13 4 s ,xeR. Se o polinébmio p(x) é dado por p(x) = det A, entdo o produto das raizes de p(x)
-2 2 11
é
1
A —.
NEE
1
B —.
) )3
1
C —.
HEE
1
D —.
NERE
1
E —.
) ()=
Comentdrios:
1 x x* x°
i 1 2 3 4 .
Seja A= L3 4 s e p(x) = det A. Para calcular o det A vamos utilizar o teorema de Laplace.
-2 2 1 1

Escolhendo a 1° linha temos

detA=q, - A ta,-A,+a;-Ay+a, Ay,

Onde A éo0 cofator do elemento a e AU.:(—I)HJ Dy

23 4 13 4 12 4 123
det A=1-(=1)"""{3 4 5|+x-(=1)?|=1 4 5|+x>-(=D)"|=1 3 5|+x*-(-1)"*|-1 3 4
211 —2 11 —2 21 -2 21

det A=—1-9x*+11x’ . Como p(x) = det A temos que
p(x)=11x"-9x* -1
Obs.: Dado ¢(x)=ax’ +bx*+cx+d , pelas relacdes de Girard temos que xl-xz-x3:—1
a
Portanto o produto (p) das raizes de p(x) ¢ dado por
d (1) 1

= — = p= = p=—o
P a P 11 P 11

Alternativa E

13



Considere a classificacdo: dois vértices de um paralelepipedo sdo ndo adjocentes quando ndo pertencem & mesma aresta.
Um tetraedro é formado por vértices ndo adjacentes de um paralelepipedo de arestas 3 cm, 4 cm e 5 cm. Se o tetraedro tem
suas arestas opostas de mesmo comprimento, entdo o volume do tetraedro é, em cm’:

A) 10.
B) 12.
C) 15.
D) 20.
E) 30.
Comentdrios:

Paralelepipedo:

3
4 - Tetraedro
56 5

5 ! 3

4.\|/_~

: 4
3

Tem-se:
VTetraedm = VParalelep[pedn -4 VTr[edm
VTetraedr(, :345_4% 145 =60-40
v, =20cm’

Tetraedro

Alternativa D

Os triéingulos equilateros ABC e ABD t&m lado comum A4B. Seja M o ponto médio de AB e N o ponto médio de CD. Se
MN = CN=2 cm, entdo a altura relativa ao lado CD do triangulo ACD mede, em cm,

)
)
o
) 0
g 2

Tem-se que os AABC e AABD s&o equildteros e congruentes (lado 4B comum).
Logo, CM = MD = ACMD isésceles de base CD. Como MN ¢é mediana = MN 1 CD

Portanto, AMNC ¢é reténgulo e isésceles pois, MN =CN =2 = CM =MD = 22

14



W3

No AABC, CM é altura. Sendo AC:I:CM:T:Zﬁ—H:

46

Como AC = AD = AACD é isbésceles = AN L CD = AN é altura relativa a CD
W42t =P

166

T 9

h+4

Por Pitdgoras: i 60

9
p=60
3

Alternativa A

Uma progressdo aritmética (al,az,...,an) satisfaz a propriedade: para cada 7€ N, a soma da progresséo é igual a 2n” + 5n.
al a2 a3
Nessas condicdes, o determinante da matriz | a, a5 a4 | é

a,+2 a, a,

A -96.

B) -85.

C) 63.

D) 99.

E) 115
Comentdrios:

Dada a propriedade da P4 apresentada, para todo ne N, tem-se:
n=1=S8=a=2+5=7
n=2=S§,=a,+a,=2-4+5-2=18=a, =11
Logo, arazéo r da P4 é r=4
Aplicando Teorema de Jacobi na matriz pedida:

a a, a a, a,+r a,+2r| Coluna3—Coluna 2 a, roor
as ag|=| a+3r a+4r a +5r = a,+3r roorl=

a,+2 a; ay| |a,+6r+2 a+7r a +8r| Coluna2-Coluna lja,+6r+2 r-2 r

Linha3—-Linha2 | g ror

= 3r 0 0/=-6r"=—6-16=-96
Linha2 —-Linhal [3r+2 -2 0

Alternativa A

15



S&o dadas duas caixas, uma delas contém trés bolas brancas e duas pretas e a outra contém duas bolas brancas e uma preta.
Retira-se, ao acaso, uma bola de cada caixa. Se P, é a probabilidade de que pelo menos uma bola seja preta e P, a
probabilidade de as duas bolas serem da mesma cor, entéo P, + P, vale

A 2
15
B .
15
o &
15
D) 1.
7
15
Comentdrios:

3 brancas 2 brancas

3 pretas 1 preta
Caixa 1 Caixa 2
P, =1- P(Tirar duas bolas brancas)
pi 329
53 15
P, = P(branca/C1 e branca/C2) + P(preta/C1 ¢ preta/C2)
p 32,21 8, , 1
53 53 15 15

Alternativa E

x+y=1
, 5 , admita apenas solugdes reais, todos os valores reais de ¢ pertencem ao conjunto

Para que o sistema
X+y =c

Comentdrios:
(x+y)3=1
x+y=1 X +3x%y+3x07 + ) =1
{3 3 2 2
X +y =c c +3xy(x+y)=1
A +3xp=1

Como x+y=1=y=1-x. Logo,
cz+3x(l—x)=l

3 =3x+1-c*=0

Para admitir apenas solucées reais: A >0

16



12(c? ~1)=-9

-1>-=

, 1 1 1

¢cc2— —> c<——ouc=>—
4 2 2

Alternativa E

AS QUESTOES DISSERTATIVAS, NUMERADAS DE 21 A 30,
DEVEM SER RESOLVIDAS E RESPONDIDAS NO CADERNO DE SOLUCOES.

Um poliedro convexo tem faces triangulares e quadrangulares. Sabe-se que o nimero de arestas, o nimero de faces
triangulares e o nimero de faces quadrangulares formam, nessa ordem, uma progresséo aritmética de razéo —5. Determine o
nimero de vértices do poliedro.

Comentdrios:
Sendo 4 o nimero de arestas, T o nimero de faces triangulares e O o nimero de faces quadrangulares,

T=4-5eQ0=4-10.
Considerando que
37440,
2
fem-se que
3-(A-5)+4(4-10
(=5)ratamte)_,

oque implicad=11.ComA4=11,T=6e Q=1. Com T=6e Q =1, o nimero de faces do poliedro é 7. Sendo ¥ o nimero de vértices do
poliedro, pela relacéo de Euler,

V+T=11+2,
o que implica V'=6. O nimero de vértices do poliedro é 6.

4
. _ . _ . o i 1081
Encontre o conjunto soluco SR da inequacdo exponencml: 32 +Z3 k SF'
k=1
Comentdrios:
Tem-se que
3x—2+3x+1+3x+2+3x+3+3x+4 S@/
18
ou ainda,
3%+3~3"+9~3"‘+27-3‘+81~3" < 1081.
9 18
Disso,
3l
2
ou melhor,
1
37 <32

. 1 . ~ . -
Assim, x < 10g35 e o conjunto solucdo da inequacdo é

S:{xeR:xﬁlO&%}.
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. ~ . A . 2 . .
No plano cartesiano séo dadas as circunferéncias C,:x* +y* =1 e C, :(x—4) +y* =4. Determine o centro e o raio de uma

circunferéncia C tangente simultaneamente a C; e C,, passando pelo ponto 4 :(3,\/5).

Comentdrios:
Observe que o ponto A=(3,\/§) pertence a C,, pois satisfaz sua equacdo: (3—4)2+ 3 :(—1)2+ 3’ =4. Uma representacéo da

circunferéncia desconhecida, entdo, é:
A

(x4 +y'=4

P(x,») A

r

F4y=1 - ih A3 \/5
1 ] NG
o ; o™\ B
H (3,0) (4.0) x

N

Observe que tga :g = a=60°

Chamando H ao pé da altura baixada por P:

P
3 2+r
a [
H d B
Segue: d = 2tr
h:(2+r)x/§
2
E o triangulo AOPH fica:

P

I+r (2+r)\/§
2

O b H
Com: b=4-d
b:4_(2+rJ
2
b_8—2—r:6—r
2 2
2
+7r)V3 Y
Aplicando Pitégoras: (( ;)\/—j (62r) :(1+r)2
11
r=—.
2
Segue: hzyozyozlsf e b=x0:>x0:i.
Assim, o centro é P l,@ e o raio é rzﬂ.
4" 4 2

18



. A
Seja z:cos7+lsen7. Pedem-se:

a) Use a propriedade z* = cosgﬂ’senk?n, k eN, para expressar cosg, 005377t e 005577r em funcéo de z.

b) Determine a e b tais que %zcos§+cos3—n+coss7n.

Comentdrios:

T T
a) Sendo z:cos;+z~sen;,

- -1
temos que z=z

T, P
=coS——i-sen—.
7 7
. - n
Assim, z+z= Zcos?.

T zZ+z . .
Segue que cos; :T ou, identicamente,

z+z7

2

T
cos—=
7

3n . 3n
Analogamente, z3:cos7+z~sen7 e

3 3n . 3n
Z  =Cc0os— —i-sen—.
7 7
3n Z+z7
e portanto, cos— =
7 2
St 2427
Analogamente, tem-se cos7= >

b)  Uma forma interessante de se obter o resultado desejado é analisar a equacdo trigonométrica:
cos(3x) =— cos(4x)

Cujas solucdes séo:

3x=(n—4x)+k-2n  ou [ 3x=(mn—4x)+k-2n

.'.)«t=E+k~2—Tc ou x=—-n+k-2m
7 7
Com k inteiro arbitrdrio. Para x > 0, as solucdes sdo
n 3n St 7n 9=m

77" 7" 7" 7 ()

. o n-m ] . " o
Analisando a distribuicdo dos arcos —— e circulo trigonométrico, observa-se que seus valores de cosseno sédo limitados:

sena. 4
4n/7 3n/7
5m/7 2n/7
6m/7 /7
T/ o
T 1477
8n/7 13n/7
on/7 12n/7
10m/7| 11m/7

S5n I 3 11n b 13n . .
De modo que se observa que cos7=cos7; cos7zcos7; cos;zcos7 e, assim por diante.

Desenvolvendo algebricamente cos(3x)=—cos(4x), temos:
e cos(3x)=4cos’ x—3cosx

e cos(4x)=8cos" x—8cos’ x+1

Assim, adotando cosx =y, a equagdo se torna
4y* =3y =—(8y"' -8y +1)
o8yt 44y’ —8y" -3y +1=0

19



Cujas quatro rafzes, calculadas anteriormente, sdo:

b 3n Sm n
cos—, COS—, coOsS— e cos—=—1.
7 7 7

Aplicando a relacdo soma de Girard:

4
Tty +y,=—7

8
3 5 -1
cos X4 cos "+ cos—n-i—(—l) =—
7 7 7 2
I 3n St 1
. COS—+ COS—+ CcoOS—=—
7 7 7 2

Assim, a =1 e b =2 satisfazem &s condicdes do enunciado.

Uma reta r separa um plano © em dois semiplanos wt; e m,. Considere pontos 4 e B tais que 4 € n; e € ©, de modo que
d(4,r)=3,d(B, r) =6 e d(4, B)=15. Uma circunferéncia contida em 7 passa pelos pontos 4 e B e encontra r nos pontos M e
N. Determine a menor distdncia possivel entre os pontos M e N.

Comentdrios:
Considere a figura.

Da semelhanca dos tribngulos APJ e BQJ, tem-se que

X

’

_3
I5-x 6
o que implica x=35. Com isso, 4J=5 e JB = 10.

Com a poténcia do ponto J,
AJ - JB = MJ - JN,

ou ainda,
MJ - JN=150.

Com a desigualdade das médias,

@2 [MT-JN,

ou ainda,
@zsﬁ.

lsso implica MN >10~/2. Assim, a menor disténcia possivel entre M e N é 10/2.
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De uma caixa que contém 10 bolas brancas e 6 bolas pretas, sdo selecionadas ao acaso & bolas.
a) Qual a probabilidade de que exatamente r bolas sejam brancas, nas condicées 0<k—7r<6 e 0<k <I10.

, 5. (10 6
b) Use o item (a) para calcular a soma Z[ ]( ]

=\r l6-r

Comentdrios:

a) Considerando k<6, o nimero de maneiras possiveis é:
6) (10 6 10 6) (10
n=| | + +...4+ |
0 k 1) k-1 k 0
k(6 10
i
E o nGmero de maneiras favoraveis é:
s 610
k-~ r
6 10
k-r r
10

De modo que a probabilidade é P:(6
)

i
i=0

J& considerando k =6, ainda dentro das condigées dadas, os casos possiveis sdo:

6) (10 6 10 6 10
n=| | + | +.o..4 |

0)\ k 1) k-1 6) k-6

o (6 10
21

oo )
" k—r)\r

E a probabilidade, Pzilo

502

Ambas podendo ser sumarizadas em
6 10
k—r)\r
- min(6,k) 6 10
Ui

b)  Aproveitando-se do resultado anterior, considere-se o caso em que sdo retiradas k= 6 bolas. O nimero de maneiras possiveis serd

-

Que é a expressdo cujo cdlculo é solicitado.

Para k=6, sabe-se que a probabilidade de retirar 0 brancas é Pzgiiiii e o numero de casos favordveis é apenas 1.
16 15 14 13 12 11

M:ljnzgoog.

16-15-14-13-12-11 =n

i ${°)( s

i=0 r -r

Assim,
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Quantos pares de nomeros inteiros positivos (A4,B) existem cujo minimo mltiplo comum é 126x10°2 Para efeito de

contagem, considerar (4,B)=(B, 4).

Comentdrios:
126-10°=2*.3%.5°.7°

Sejam a e b divisores da forma d=2"-3”-57.7" com x€{0,1,2,3,4} ye{0,1,2} z€{0,1,2,3} we{0,1}.
Assim é necessdrio que em cada par (a,b) os expoentes 2*, 32,5% e 7' estejam presentes ao menos uma vez.
Dividindo o problema em vérios casos:

) a e b ndo possuem expoentes iguais.
(2" e29),(3%e3),(5’e5),(7'e ")

4.2.3.1-2*
nlzf =192 casos.
Il  aebpossuem somente um expoente igual.
3
(24 e 24): n, :% =24
3
(3*e3): nB:w =48
2
3
(5°e5): n4=$ =32
3
7'e7): n5:$ = 96
Totalizando 200 casos.
) ae b possuem apenas dois expoentes iguais.
3-1-2° 12
2*e2Y)(3* e3):in= =—=6
( )( )in=—— 5
2
2'e2H(5’ e ):in,= 2 12 2 =4
2
2'e2Y(7' e7):n= 2 32 2B}
2
3 ed)5 es)n= 412 =8
2
3 e3) T eT)n, -2 L 32 2 _ o4
4.2.2?
(53 e 53)(7I e 71): }’ZHZT =16

Totalizando 70 casos.

IV)  ae b possuem exatamente trés expoentes iguais.
1-

\S)

(2*e2*)(3? e 3’ )(53e53):n12=7=1
4 4 2 2 1 1y . _3'2_
(2°e2")(3 e3 )7 e ).nl}——2 =3
4 4N (g3 4 &3y Al ., 22
2°e2)5e5)NT eT )in,= 2 =2
(32e32)(53e53)(7'e7'):n15:%=4

Totalizando outros10 casos.
V) ae b possuem todos os expoentes iguais. Neste caso, a=b=2* 3% 5 e 7", corresponde a um caso.

O total de pares (4,B) nas condicbes dados é
192 + 200+ 70 +10 +1 = 473.
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A . , . . 25w
A aresta lateral de uma pirdmide reta de base quadrada mede 13 cm e a drea do circulo inscrito na base mede Tcmz.

Dois planos, w, e ©,, paralelos & base, decompdem a pirdmide em trés sélidos de mesmo volume. Determine a altura de

cada um desses sélidos.

Comentdrios:
Considere a figura.

5N/2
o que implica r:T\/—cm. Com isso, cada uma das arestas da base da piramide mede 5v2cm. Isso significa que a metade da diagonal

da base é 5 cm.
No triangulo 40D, OD=5cm e AD =13 cm. Com isso,

(40) +5% =137,
o que significa que 40 =12 cm.

A pirémide correspondente ao sélido 1 é semelhante & original e, com isso,
AL
12) 3
o que implica A =43/9cm. A pirémide que corresponde aos sélidos 1 e 2 é semelhante & pirémide original e, desse modo,
h+hY 2
12 3
o que implica A, =4§/§(%/§—1)cm. Considerando que A +h, +h, =12, conclui-se que
hy=4-(3-3/18 )em.

Assim, as alturas dos sélidos séo 4&‘/§cm, 4%/5(%/5—1)cm e 4~(3—i/ﬁ)cm.

Seja p(x) um polinémio ndo nulo. Se x* —4x* + 5x — 2 e x* — 5x* + 8x — 4 sGo divisores de p(x), determine o menor grau possivel

de p(x).

Comentdrios:
Decompondo x* —4x”+5x—2, observa-se que 2 é raiz. Aplicando Briot-Ruffini:

2 | -4 5

1 -2
[1 =2 1 ]o

Assim, x3—4x2+5x—2£(x—2)-(x2—2x+1)
" x3—4x2+5x—25(x—2)-(x—1)2.

Também decompondo x* —5x* +8x—4, observa-se que 1 é raiz.

1 |1 -5 8
[1 4 4 ]

4
0
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Assim, x° —5x° +8x—45(x—1)-(x2—4x+4)

" x3—5x2+8x—45(x—1)-(x—2)2.

Para p(x) ser divisivel por ambos, deve ter (x — 1) e (x — 2) como fatores de grau no minimo 2, cada fator.
O polindmio p(x) de menor grau serd da forma p(x) =k - (x = 1)* - (x — 2)°

com keR.

Portanto, o menor grau possivel é 4.

No plano cartesiano séo dados o ponto P = (0, 3) e o tringulo de vértices 4 = (0, 0), B= (3, 0) e C = (3, 2). Determine um
ponto N sobre o eixo dos x de modo que a reta que passa por P e N divida o tridingulo ABC em duas regides de mesma drea.

Comentdrios:
Considere a figura.

YA
P

3

2 C

0
Yy
1B
A X, N\ 3 X
)

Sendo r a reta que passa por P e por N, sua equagdo é

3
Considerando que o tringulo ABC tem drea 3, o triingulo 40N, sendo Q a interseccdo de » com AC, deve ter drea igual a 5>

2 3 3
A reta suporte de AC tem equagdo y =§x, ou ainda, x=5y. Substituindo-se x=5y em

i+X_1
xy 3
obtém-se
3y Yy
2xy 3
ou ainda,
6x
Yo,
9+2x,

. . A 3
Como esta é a ordenada de Q e a drea do triGngulo AQN deve ser 5 tem-se que

1 6x, 3

~xy- ==

2 "V 9t2x, 2
ou ainda,

2x% —2x, 9 =0.
Disso,

_1£419

Xy 5

e, como, pela figura, x, >0, conclui-se que

_1+\/§

Xy Sy

N:{”‘/E 0].

Assim,

2
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