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"4 matemadtica é o alfabeto com que Deus escreveu o mundo"
Galileu Galilei

. - 3
Seja o nimero complexo z que satisfaz a relacdo 2(z — i) = (V3+i)(iz—1)*". Determine z, sabendo-se que |z |=?
Resolugdo:

(e 22

2-i VY B
(_) :—+E Aplicando médulo:

=1

iz-1 2

- 12017

N Kkl |

iz-1
= _Z_i =1

iz-1
= |z-i|=|iz—1. Sejay = x+yi, segue:
|x+yi—i =[i(x+yi)-1]

:>|X+ i(y—1)| :|(—y—1)+ix|. Por definicdo de médulo,

=+ (y 1) = |(-y-1f +28

=>x2+y?-2y+1=y?+2y+1+x* =y=0.

Assim, Z € um nUmero real.

Ve

Como |Z|=§, tem-se Z=i?.

) 3 ) !
Porém z:+? ndo convém, pois:

(4_\/5_ ijzon
3

(Jri\/é_l]zon =
3

+\/§—3i 2017_ \/g i 2017
iv/3-3 -
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Resolva a inequacdo abaixo, onde x é uma varidvel real.
23 -6x2+3x| +2<0

Resolugdo:
Vamos analisar o comportamento da seguinte funcéo:
f(a) = 2a®-6a%+3a + 2

cujas raizes séo solucdo da equacdo:
2a°-6a’+3a+2=0

Por inspec@o obtemos que 2 é raiz, sendo possivel reduzir seu grau:

2a®-6a’+3a+2 |a-2

—-2a*+4a’ 2a’-2a-1
-2a° +3a+2
+2a°-4a
—a+2
a-2
0
Dessa forma as outras duas raizes sdo solucdes de 2a®-2a-1=10
1+3
31:
Logo: 2
1-3
a,=——
2

Graficamente temos

A

o NNEY4 a
1443
NG

Como a =| x| e procuramos apenas os valores menores que zero, somente o intervalo  1+—<| x|<2 ¢é solugéo.

Assim:

S, x|>

1+\/§ 1+\/§OU X<_[1+\/§J

= X>
2 2 2

S, X|<2=>-2<x<2

O conjunto solucdo é a inferseccdo desses resultados

2
AT T A%
—1-3 1+3
2 2

Logo: S ={XER/—2<X< _1_2\/5 ou 1+2\/§<x<2}.



Sabendo que | x| S% e que X satisfaz a equacdo abaixo

3—cosx(4cosx+senx) 1
10 sen®x—8senxcosx 2

Determine os possiveis valores de x.

Resolugdo:
6—8cos?X —2senxcosx=10sen’X—8senxcosx

= 6+6senxcosx=8sen’X+2sen’X+8cos’x

= 6+6senxcosx=2sen’X+8

= 6senxcosx=2-(sen’X+1)

=3-senxcosx=sen’x+1. Elevado ao quadrado,
9sen’x-cos’x=sen’x+2sen’x+1

= 9-sen’X-(1—sen®X)=sen’x+2sen’x+1

=10sen*x—7sen’x+1. Seja y=sen’X,
10y*-7y+1=0

. _ N S
Cujas solugdes s@o yzaey =z

Regressando a variavel x, segue:
1 2
sen’x="=>senX=f-—
2 2

‘ . .7 3 VN )
Cujos valores associados de xnos quadrantes 1 e 4 sGo iz, e ndo obedecem a| x |S€. Né&o convém.

5

1
sen’x== = senX=f—.

5
—|<

5 5 5
Como ,senX:?e senX:—g obedecem a restricdo do médulo. Porém senx= —%ndo pode obedecer & equacdo

V4
sen —
6

3senxcosx=1+sen’X porque, nos quadrantes delimitados, cosx>0.

NG

. 5
Assim, senX:?e X:arCsen?

Sejam a, b, ¢ e d nimeros reais positivos diferentes de 1. Temos que loga d, logy d e loge d sdo termos consecutivos de
uma progressdo geométrica e que a, b e ¢ formam uma progressdo aritmética em que a < b < c.

b'dab _ a, determine:

Sabendo-se que b=
a) Osvaloresdea, bec.

b) As razées das progressdes aritmética e geométrica, 1 e q, respectivamente.

Resolugdo:

a)  (log,a, logb, logsc) & P.G.
Assim, log,b=q-log,a = b=a"
2
e logsc=g-logyb = c=b% = c=a" .
Logo, (a, b, c):(a, al, an).
Como b=b|°gab—a,
b:blogaaq _a,

b=b%-a = b=c-a

b=c-a

Entdo b c+a = C=3aeb=2a
)

Assim (a, b, ¢) = (a, 2a, 3a).



Substituindo (a, 2a, 3a) na equacdo b =p'%%aP _5
2a= (2:;1)Iogal 2 3 = 3a-= (2:;1)'0gal 2a
—3a= 2Ioga 2a ,a|°9a 2a — 3a-= 2|09a 2a .2a

log 2a_3 _ 3
=277 =3 :>Ioga2a_logzg.

Iogz§ 1—Iog2§ 1
Por definicéo, 2a=a 2=a 2 —

E
4 1
|092* 1 E—
s 1 _ . (o1 2
=a = > =a (2 )logz5
-1 2
—~a=2 094/3

Assim, (a,b,c):[Z 3,22 ¢ ,3.2 3

~log, 2 —log, 2 Iog,,ZJ

b) A razdo da progressdo aritmética é r = q, j& calculado anteriormente.
Quanto & razéo da progressdo geométrica:

b=a% = 2a=al

= log,(2a)=log,a’ =1+log,a=q-log,a

:>1—Iog42:q-[—log42]

3 3

:Iog‘tg:qdog‘tE = q=log
33 32

W

1
2

3
:>q:|ogZE

u_n

No entanto, esta é a razdo da progresséo utilizada momentaneamente na alternativa “a”, que é: (log,a,log,b,log,c). A

progressdo do enunciado é feita pelos inversos destes termos, motivo pelo qual sua razéo também é inversa. Denominando q” a
razdo da progressdo perguntada:
1 1

g Ingg

Um &nibus escolar transporta n criancas. Sejam A o evento em que dentro do &nibus tenham criancas de ambos os sexos
e B o evento em que hd no maximo uma menina dentro do 6nibus. Determine o valor de n para que os eventos A e B
sejam independentes.

Resolugdio:

1 1
A probabilidade de todos as criancas serem meninos é o A probabilidade de todas serem meninas também é o Com isso,

1 1
A=1-———,
p(A) o
ou, ainda,
2"-2
A)= .
P(A) o

- . o1 - . ..n .
A probabilidade de todas as criancas serem meninos é o A probabilidade de exatamente uma crianca ser menina é o Com isso,

1 n
B)=—+—,
p(B) oo
ou, ainda,
n+1
B)= .
p(B) o
A probabilidade de ocorrer o evento A e o evento B equivale & probabilidade de haver exatamente uma menina no énibus. Com isso,
n
ANB)=—.
P(ANB) o
Para que A e B sejom independentes, p(A) . p(B) = p(ANB) . Assim,
2"-2 n+l n
2" 2n 2
ou ainda,
2" t=n+l.

Considerando que a igualdade sé ocorre para n = 3, para que os eventos A e B sejam independentes, n = 3.
4



Sejo a matriz A = {

4 2

Determine a faixa de valores de k para que exista uma matriz de nimeros reais P tal que as condicdes abaixo sejom
atendidas simultaneamente:

a) AP+ PA =l em que AT é a transposta da matriz A e | é a matriz identidade;

b) P seja simétrica;

c) pu>0, em que p1; é o elemento da linha 1 e coluna 1 de P; e

d) |P| > 0, em que |P| é o determinante da matriz P.

}, com Kk real.

Resolugdio:
Como det P > 0, entdo P é uma matriz quadrada.

ac
Seja P uma matriz simétrica P:{ b} , devemos ter a > 0 e ab® — ¢ > 0 para cumprir as condicdes ¢) e d). Com isso, falta apenas
c

k4ac+ack—3710
-3 2lcb||cbj4 2|01
Efetuando as devidas operacées matriciais, obteremos:

2ka+8c —3a+4b+(k+2)c| |1 0
—3a+4b+(k+2)c 4b-6¢c | |0 1

cumprir a condicéo a).
Equacionando AP + PA = |, teremos:

Fazendo a igualdade matricial:
2ka+8c=1 *)
-3a+4b+(k+2)c=0 (*,)
4b-6c=1 *)
Fazendo 3. (*;) + 4 . (*;), obtemos:
6ka+24c=3
" L+ >6ka+16b=7 (%)
16b—-24c=4
Fazendo 6(*,) + (k + 2) . (*5), obtemos:
—18a+24b+6-(k+2)c=0
a+24b+6-(k+2)e L4 >—18a+(32+4K)b=k+2 (%,)
A(k+2)b—6-(k+2)c=k+2
Fazendo 3. (*5) + k. (*4), teremos:
18ka+48b=21 k?+2k+21
_18ka+(32k +4k?)6=k? + 2k 4k?+32k+48

Substituindo nas equacdes anteriores, obtemos:
16+k 3-2k

a= c=
2k?+16k +24 2k?+16k +24

Para cumprir a condigéo a > 0, temos:
16+k

_— >

2k +16k + 24
Entdo, nessa condigéo, —16 < k < -6 ou k > -2.
Para cumprir a condicéo ab — ¢? > 0, vamos equacionar e colocar os denominadores das fracées na forma
a (X=r )X 1)

16+k) (k*+2k+21)  (3-2k)?
2-(k+2)(k+6) 4-(k+2)(k+6) 4-(k+2)*(k+6)°
Tirando o MMC dos denominadores e simplificando, teremos:
k®+10k > +77k +318
8-(k+2)2(k+6)?

Por inspecdo, percebemos que — 6 é raiz do numerador.
Dividindo o polinbmio do numerador por k + 6, temos:

(k+6)~(k2+4k+53)>0
8-(k+2)?(k+6)?

k?+4k +53 .
8-(k+2)2(k+6)



A equacéo do numerador é sempre positiva (pois tem

A < Qe parak =1 é positiva), e 8 (k + 2)2 também é sempre positivo.
A solucdo da inequagdo é, portanto, k > -6 ek =— 2.
Unindo as duas condicbes:

-16<k<-6 ouk>-2
—>k>-2
k>-6ek=-2

Conijunto solucéo:

{keR/k>-2}

Determine todos os ndmeros primos p, g e I tais que 35p + 11pq + gr = pqr.

Resolugdo:

gr=pqr—-35p-11pq
gr =p-(qr—35-11q)

Que pode ser dividido em vdrios casos, considerando primos em Z.

{p=q

r=qr-35-11q
gr-r-35-11q=0
r(q-1)-35-11q+11-11=0
r(q-11)-11(q-1)=46
(r-11)(q-1)=46

Dividindo em casos:

r-11=1 g-1=46
2r-11=-1 q-1=-46
3)r-11=2 q-1=23
4)r-11=- qg-1=-23
5)r-11=23 q-1=2

6)r—11=-23 q-1=-2
7)r=11=146 g-1=1

8)r—-11=-46 g-1=-1

Nenhum dos quais admite solucdo com @,r primos.

@/P~ = qr+r-35-11=0
r=—qr+35+11q

=r(q+1)-11(q+1)=24
=(r-11)(q+1)=24.

Dividindo em casos:

Nr-11=1 q+1=24 = ndo convém
2)r-11=-1 g+1=-24 = ndo convém
3)r-11=2 q+1=12 = (p,q,r)=(-11, 11, 13)
4)r-11=- g+1=-12 = ndo convém
5)r-11=3 q+1=8 = ndo convém
6)r-11=- g+1=-8 = ndo convém
7)r=11=4 q+l=6 = ndo convém
8)r-11=-4 g+1=-6 = (p,q,nN=(7,-7,7)
9)r-11=6 q+l=4 = (p,q,r)=(=3,3,17)
10)r-11=-6 q+l=-4 = (p,q,1N=(5,-575)
1M r-11=8 q+1=3 = (p,q, 1) =(-2,2,19)
12)r-11=-8 q+1=-3 = ndo convém
13)r-11=12 q+l=2 = ndo convém
14)r-11=-12 q+1=-2 = ndo convém
15)r-11=24 g+1l=1 > ndo convém
16)r-11=-24 q+l=-1 = (p,q,1r=(2-2,-13)



o) p=r gr-12q=35
=
q=qr-35-11q q-(r-12)=35

Novamente em casos,

1)gq=5 r-12=7 = (p,q,1r)=(195,19)

)q-—5 r-12=-7 = (p,q,1nN=(5-505)

) r— 12 = 5 = (pr qv r) = (171 71 17)

)q——7 r-12=-5 = (p,a,n)=(7-7,7)
@ p=-r - gr—-10q =35

q=-qr+35+11q q-(r-10)=35

Dividindo em casos,

1 r-10=7 = (p,q,1=(17,5,17)

) q
2)q=- r-10=-7 = (p,q,1N=(3,-5,3)
3)q=7 r-10=5 = ndo convém
4)q=- r-10=-6 = (p,q,r)=(-5,-7,5)

Que sdo, assim, as ternas (p, g, r) que satisfazem a equagdo.

Obs.: Considerando primos em Z*, as solugées sdo apenas duas: (19,5, 19)e (17,7, 17).
Considerando primos em Z , as solucdes séo todas as descritas anteriormente.

Considere a elipse abaixo, onde DD’ é uma corda passando pelo seu centro, MM’ uma corda focal e o eixo maior da
elipse é 2a. Prove que:

DD?=MM’.2a
D
M
C F A0
D M’

Resolugdo:
Temos que provar que DD? =2a-MM".
Sejo DD'=2/ > 4/*=2a-MM ' (2 =%.
Que é o que temos que provar.
1) Calculando %

y‘

(¢cos0, /send)

/sen0

@
lfLo____2D
Y

=

/cosO

Como (£cos8, (send) estd na elipse:

2

X—z éfl—wzcos 6b? + (*sen? Ba’® = a®b?
a
a’n?
Enfc’lo (2 =
a’sen’d +b?cos? 6



2) Calculando a"\;M .

Sabemos que toda corda focal é dada por:
M= 2P

1-e“cos" @
onde
p = distancia do foco & diretriz mais préxima.
e = excentricidade.

2

Dado que p:b—, p:E, substituindo:
c a

be 20°
MM ca _ a _ 2
1_072.(:052 9 a’—c’cos’d a?-c?cos’d
a’ a’
Entao:
a-MM'  a%?
2 a’-c’cos’d

Para provar que (%= a-MM

, basta provar que

a’sen’d+b?cosf=a’—c’cos’f
o
a’(1-sen®6)=(b®+c?)cos’d
R S
cos? 6 a?

A
a’cos’0=a’cos’d

cqd

Considere um triéngulo ABC onde BC =a, AB=c¢, AC=b, c>b. O circulo inscrito a esse triGngulo tangencia BC em D
e DE é um didmetro desse circulo. A reta que tangencia o circulo e que passa por E intercepta ABem P e AC em Q. A
reta AE intercepta BC no ponto R. Determine os segmentos de reta EQ e DR em funcédo dos lados do tridngulo: a, b e c.

Resolucdo:
Considere a figura.

C

D R B

O perimetro do triangulo AQP é b + ¢ — a e o do triangulo ABC é a + b + ¢. Com isso, a razdo de semelhanga do triéngulo AQP, em
relacdo ao triéngulo ABC é

b+c-a
a+b+c

Dessa semelhanca,
AQ b+c-a
b a+b+c’

o que implica
b2%+bc—ab
at+b+c

AQ-

8



Considerando que AQ+QC=b, tem-se que

— 2ab
C= .
Q a+b+c
Tem-se que ﬁz%b_c. Com isso,
oT- 2ab a+b-c
arb+c 2 '
ou ainda,
Q—T_(a+c—b)(b+c—a)

2(a+b+c)
Mas EQ=QT , o que implica
== (a+c-b)(b+c-a)

FQ= 2(a+b+c)
A razéo de semelhanca do tridngulo AQE em relagéo ao triangulo ACR também é dada por
b+c-a
a+b+c
Assim,
EQ b+c-a

DR+CD a+b+c

Levando-se em conta que CcD=TC , fem —se que
(a+c-b)(b+c-a) b+c-a
2(a+b+c)  a+b+c’

ﬁ-k a+b-c

ou ainda,
DR=c-b.

Seja um cubo regular, onde os centros de suas faces sé@o vértices de um octaedro. Por sua vez, os centros das faces desse
octaedro formado sdo vértices de outro cubo. Obtendo consecutivamente octaedros e cubos infinitamente, determine a
razdo da soma do volume de todos os poliedros inscritos pelo volume do cubo inicial.

Resolugdio:

u_n

Seja “a” a aresta do 1° cubo

O volume do primeiro cubo sera: VC1 =a’.

Fazendo uma vista superior, temos:

a
onde X é a aresta da base quadrada das duas pirédmides que compdem o octaedro. Logo: X:(fj\/z

2
o350 35

O volume do primeiro octaedro serd:



Para o primeiro cubo inscrito nesse octaedro, consideraremos seu lado igual a'y.

o<

2
2

Note que os pontos que determinam o segmento de comprimento Yy sdo os baricentros dos triangulos das faces
Desta forma:

O volume do segundo cubo sera:

, (a) ad
v=yi=| 2| =5
(3%

x~\/§-2 x\/E
/2 = VT 23 3
Yo%

av?2
= y=——-

2

w|&
w| o

Da mesma forma que foi feito anteriormente, podemos dizer que o lado z do préximo octaedro serd

Seu volume vale portanto:

A razéo entre dois volumes consecutivos serd:

3
a/ 1
e Para o cubo: %:—
a 27

A soma dos infinitos sélidos serd:

3
a
s & _ Vo &
CUBO

1-q 1- 27 26
3 3
Somando-se todos eles: S :i+£ =
26 52
Logo: E—E
S

,on2 a2
2 6

1 (a2 ) 3
Vv, =2.2 22 Yoot &ve | a _a
2 2 3l 6 2-3 162

as 1

e Para o octaedro: —£162 — 2

ajé: 27

3
a
S _a 4 _ %38
OCTAEDRO l—

11a°

52

10
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