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"4 matemadtica é o alfabeto com que Deus escreveu o mundo"
Galileu Galilei
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A figura acima mostra esquematicamente um tipo de experimento realizado em um tinel de vento com um tubo de Pitot,
utilizado para medir a velocidade v do ar que escoa no tinel de vento. Para isso, a diferenca de nivel # entre as colunas
do liquido ¢ registrada. Em um dia frio, o experimento foi realizado e foi obtido o valor de 10,00 cm para a diferenca de
nivel . Em um dia quente, o experimento foi repetido e foi obtido o valor de 10,05 cm para a diferenca de nivel 4.
Determine:

a) o valor do coeficiente de dilatacdo volumétrica do liquido no interior do tubo, sabendo que a variacdo de

temperatura entre o dia quente e o dia frio foi de 25 K;
b) a velocidade do arv.

Dados:

*  a massa especifica do liquido é 1.000 vezes maior que a massa especifica do ar no dia frio; e
* aceleracdo da gravidade: g = 10 m/s.

Consideracdes:

* a velocidade do ar no tinel de vento foi a mesma nos dois experimentos;
* a massa especifica do ar foi @ mesma nos dois experimentos;

* a aceleracdo da gravidade foi a mesma nos dois experimentos; e

* despreze a dilotacdo térmica da estrutura do tubo de Pitot.

Resolugdo:

a) Desprezando a dilataggo térmica da estrutura do tubo conforme mencionado, podemos considerar sua drea de secéo transversal
constante durante o aquecimento. Desta forma:

V =V, (1+7 A)
A-h=A-hy(L+y AB)
10,05=10,00(L+7-25)
0,05 = 250y
42295
250

=2.10"%°oc?



b) Dado o tubo de Pitot e aplicando a Equacdo de Bernoulli nos pontos 4 e B, temos:

YVa= Vs

referencial

¥

B +pegrit pu i’ =B +pugyat i’

| [

2 - 2
[ |
0 =ws)
Logo:
oy 2 2(P,-P
PA+pAR V4 :PBZVAZZ ( B A)
2 Pr

Sabendo que as pressdes em C e D sdo iguais, as pressdes em 4 e B sdo dadas por:

P.=p-g-h+p,-g-h'+P, D o
Py =pug(h+h)+P,

P, - P, :pLgh_pARgh:gh(pL_pAR)

Logo:

- Z'gh(pL_pAR)
N bk

Substituindo os valores e sabendo que p, >>p;

2.10-0,10(1000-
Vv, = \/ ( pAR)
Par
v =205 = 44,72 m/s

Uma particula carregada tem sua posicdo no sistema de eixos XY regida pelas seguintes equacdes temporais, que
expressam, em metros, as coordenadas X e Y da particula em fungéo do tempo &

X(1)=y 1+cos (1) —sen” (1)

Y (t)=+/ 2+2sen®(¢)

Determine:

a) aequacgdo de uma curva que contenha a trajetéria da particula;

b) o comprimento da curva formada por todos os pontos por onde a particula passa;

c) o tempo minimo gasto pela particula para trafegar por todos os pontos da curva do item anterior;

d) as coordenadas de dois pontos nos quais a velocidade da particula é nula;

e) o gréfico do médulo da forca elétrica sofrida por uma segunda particula de mesma carga, fixada na origem, em

funcédo do tempo;
o grdfico da funcéo Q do vetor forca magnética F,, & qual estaria submetida a particula, caso houvesse um campo
magnético positivo e paralelo ao eixo Z, orfogonal ao plano XY, onde:

-+
e

1,5e0 < fase de F,, <%

2,se % <fasede F, <7z

O(F,)= 3n
3,se 7 < fase de F, < -

4,se 37” <fasede F, <27



Dados:
e carga da particula: +4x 10 C; e

2
e constante de Coulomb: 9 x 10° ]\Z;

Resolugdo:

a)
x(t) =+f1+C0s° (£) —sen? () =+/1+cos(27)
y(t)=2+2sen*(t) =\[2+1—cos(2¢) =+/3—cos(2?)

x*+y® =1+c0s(2¢) +3—cos(2¢)

x*+y®=4 —circunferéncia

b) Comprimento (/)
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0<x<+2 €=£27z-R:£27r~2
8 8
J2<y<2 K:%m
c) Inicio:
t:O(x:y:x/E)

x(0)=+/1+cos(0) :\/1-Tl=x/§
1(0)=+/3—c0s(0) =v/2

Proximo instante:(x=0;y=2)
x(t)=0 e y(t)=2

x:0=4/1+cos(2¢) — 0=1+cos(2¢t) — cos(2t)=—1 —cos(2t)=cos(Kxz) — ¢, :%S
d)  Em “x":
v (t):%x(t):%(h- cos(21)? :%-(1+ cos(2t) (= 2sen(21))

V. (6)=0 —(L+c0s(21)) 72 (sen (26))=0

(142082 (1) 1) 72 -sen (21)=0
sen(2t) 0
cos(z)
sent=0—>t=Krs

u n

Em “y":
vy (z):% O :%(3—cos(2t))% :%-(3—003(20)% 2sen(21)

sen(2t)=0=sen(Kr)

Kr
t=——s

un u n

A velocidade em “x” e em “y” serd igual a zero emt, =0 e t, =xs.

B(2,2) x,=1+cos(2z)  y,=3-cos(27)
X, :\/E Y, :\/E
Néo hé& dois pontos de velocidade zero, de acordo com as equacdes trigonométricas. Apenas um:

P2 42)
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€ 0 modulo da forca Elétrica.

e d2
9 4y 2 9 -8
pFA00(107)7 910116107 | g5y
2 4
Fe (N)
360
T
f)
O(Fm)
4 _
3 _
2 —
1
n m 3% 2n ”
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hastes

projeétil
barra J
[ )

d

Um péndulo balistico é formado por uma barra uniforme de massa M e comprimento d. As duas hastes que suspendem a

barra séo idénticas, de comprimento L e massa especifica u constante.

a) Sabendo que um projétil de massa m atinge a barra e ambos sobem de uma altura %, determine a velocidade do

projétil;

b) Apds o péndulo atingir o repouso, as hastes recebem petelecos simultaneamente em seus centros, passando a vibrar

em suas frequéncias fundamentais, produzindo uma frequéncia de batimento f 4. .

horizontal x do projétil na barra, em funcéo das demais grandezas fornecidas

o

ado:
e aceleracdo da gravidade: g

Consideracéo:

e o massa das hastes é desprezivel em comparacdo com as massas da barra e a do projétil.

Determine a penetracdo

Resolugdo:

a)

d

Fazendo a conservacéo da energia imediatamente apés o choque, determinamos a velocidade com que o conjunto comeca a se

deslocar.



Fazendo a conservacéo da quantidade de movimento imediatamente antes e depois do choque, temos:
O :Q;'

m-v, =(m+m)-v,

Vp=(m+m)-vc
m
Vp:m+m. gk
m

b) Sabendo que o projétil penetra uma distancia x na barra, ele altera a posicdo do centro de massa do sistema, gerando uma
assimetria e consequentemente diferentes tracdes nas hastes.
7

X
P

Mg

Pelo equilibrio das forcas, temos:
L+T,=m,+M,=(m+M)g

Como o torque resultante é nulo, logo:

T, T T,
) o
o

Mg

mgx+Mg%—7’2~d:O

d
7 =g(mx+dm4) Sr=me M

d 2

Substituindo (II) em (1)

mgx M
L=(m+M)g————
1= (meM)g ===

Mg mgx
T, =mg+—=———
1 g 2 d

Utilizando a Equacao de Taylor e sabendo que ambas as hastes vibram no 1° harménico, temos:

I T T
ioE usefE = ageE
i n i
1 |7
= fi=— |2
2L\ p
Analogamente

1z
Py
L\np



Sabendo que a frequéncia de batimento é dada por:
fow=\fi=f,] como:f, >f, pois T,>T,

sl

[fw@ D] =[JT-JT ]
S AL =T, =21 T, +T, (T +T,=(M +m)g)
4f, 2 -Pu=(M+m)g-2.T,-T,
2
(41,2 Lu-(M+m)g] =[-2{T.T, |
16 £y, Lt P~8£,, 2 L2 a (M +m)g=4T, T,~(M + m)’ g

O produto de T, por T, é:

T, = mg+Mg mgx mgx+%
2 d d 2
2,22 2,2 2 2
.7, __m gzx m'g x+Mmg +Mg
d d 2 4

Assim otermo 4T,-T,—(M +m)*g” sera:

__4m2g2x2

2 2
4T-T,~(M +m)*g*= 72 BE2 mig?

+
IS

A equacdo completa fica
222

4m g x 4m2g2x
d

d? +m’ g+ (18 f,," - L'u*~8f,,* L' (M +m)g)=0

16m*g* 4m’g’
dnitg? \/ dzg —4[ dzg j[m2g2+(16ﬁm4~L4ﬂ2—8fbaf-L2ﬂ(M +m)g) ]|

d t 2 2
dm°g
i
_16’”232 4 g4 2 2 g2
T(lﬁfm L'pP=8f,, L u(M+m)g)
8m2g2
dz

_d N2 LM m) g A, Ly

2

mg
d

N

x=—=

Por fim:

d d
f;;at L\/Zﬂ(M+m)g 4f27ut Lz :

/ . m F, eldstica m .
2



A figura anterior mostra um dispositivo composto por um motor elétrico, cujo eixo se encontra ligado a uma polia ideal
de raio R, solidaria a uma segunda polia de raio » , sem deslizamento. Solidério ao segundo eixo hd um disco rigido
metdlico de raio . Em duas extremidades opostas desse disco, foram fixados dois péndulos compostos idénticos, com
fios ideais e esferas homogéneas, de massa m. Existe um fio extensivel ligando as esferas inferiores, provendo uma forca
eldstica Fgica que as mantém na configuracdo mostrada na figura. Determine, em funcédo de g, m, r e R:

a) a velocidade angular @ do motor elétrico;

b) a forca eldstica Fgica do fio extensivel.

Dado:
e aceleracdo da gravidade: g

Resolucdo:
a) Esfera Superior:

A
A
i T, 4r T, - sen60° = mg + T, - sen60° (1)
' K600 60° T, - c0s60° — T, - cos60° = m(w*)?r@
* 2r
T,
P
Esfera inferior:
Eixo g:
A 7 T, - sen (60°) = mg
4 i / Tz’\/g =mg
i 107 By
: 60° TZZZ\/?E mg
F elastica o 5 r
. P
(1)
71~£:m +73mg~£—> T1£=2m
2 3 2
B,
3
(2.)
4 1 2 1
3B oy 2

(w*)? ~2r=¥g—§g - w*=1/§~§

-
. - - V3

Velocidade lineares iguais:w*r=w-R — W:3LR —g
\/ ,

b)  Bola inferior, eixo horizontal:
T,-c0s60° + F,, =mw™*" -6r
231 P38 ¢,

3

mg+F, =m-
"8 9r

elast —

ﬁmg +F :&m
3 3
Fu= ? mg



Fonte
sonora

observador

Como mostra a figura, uma fonte sonora com uma frequéncia de 400 Hz é liberada em velocidade inicial nula,
escorrega com atrito desprezivel em um plano inclinado e passa a se mover em uma superficie horizontal, também com
atrito desprezivel. Diante do exposto, determine:

a) a altura inicial # da fonte em relacdo & superficie horizontal, em funcéo dos demais pardmetros;

b) o tempo decorrido, em segundos, entre o instante em que a fonte é liberada e o instante em que a fonte passa pelo
observador.

Dados:
¢ frequéncia ouvida pelo observador quando a fonte sonora passa por ele: 420 Hz;

e d&ngulo entre o plano inclinado e a superficie horizontal: 6 =30¢;
e disténcia entre o observador e a base do plano inclinado: d =4 m;
¢ velocidade do som: 340 m/s;

*  aceleracdo da gravidade: g =10ﬂ2;
s

e 13236 ¢
e J5=22.

Resolucdo:
a) * Efeito Doppler para o célculo da velocidade final da fonte:
r£) 4 f;
=fo- ==/ S>V-V. =22y
/=t v, 1=l V-V, /
V,= V(if}f")
* Como ndo hd trabalho de forcas ndo conservativas, podemos conservar a energia mecénica do sistema:
_p2 y2 2 o
E,=E, >E, =E — mgh="" s h=-t 5h= V—(M)z
e 2 2, 2, f
340%  420-400
L
2.10 420
P
21 441
b)  * 19 Parte (MUV):
a=g-sen30° Vi=at, —>t= 4 .(M)
gsen30® © f
340 ,420- 400
ol a0 )
10.=
2
e
420 21
* 29 Parte (MU):
pod Sy, b A
1 Vi1, 340 20
21
t,=——s
85
Lot =t H 1y
ttoral :@-’_g _)tfotal = 3’48S
21 85



Durante um turno de 8 horas, uma fdbrica armazena 200 kg de um rejeito na fase vapor para que posteriormente seja
liguefeito e estocado para descarte seguro. De modo a promover uma melhor eficiéncia energética da empresa, um
inventor propde o seguinte esquema: a energia proveniente do processo de liquefacdo pode ser empregada em uma
méquina térmica que opera em um ciclo termodinédmico de tal forma que uma bomba industrial de poténcia 6,4 HP seja
acionada continuamente 8 horas por dia. Por meio de uma andlise termodindmica, determine se a proposta do inventor é
vidvel, tomando como base os dados abaixo.

Dados:

*  calor latente do rejeito: 2.160%;

g
e temperatura do rejeito antes de ser liquefeito: 127° C;
* femperatura do ambiente onde a maquina térmica opera: 27° C;
*  rendimento da mdquina térmica: 80% do méximo tedrico;

e  perdas associadas ao processo de acionamento da bomba: 20 %; e
e 1HP=3/4kW.

Resolugdo:

A quantidade de calor que pode ser extraida dos 200 kg de vapor ¢ dada por:
QO =m-L= 200-(—2160) =-432 000 kJ

O rendimento da mdaquina térmica que ird processar essa energia serd dada por:
n = 0‘8 ncarnar

T
n=0,8/1--L :0,8[1—@j
T 400

q

n=0,8%:0,2 = n=20%

Representacdo:

W=0,2- O =0,2-(432000) =286 400 kJ

Sabendo que 20% dessa energia é perdida no processo de acionamento, a energia entregue na bomba serd
E,=0,8-86 400 =69 120 kJ

Para um funcionamento de 8 h, temos:
E, 69-120-10°

Pot=—£=———"—=2400 W
At 8-60-60
Essa poténcia em HP seré:
Pot,, = 2400 =3,2HP
750

Desta forma a proposta do inventor ndo é vidvel, pois sdo entregues & bomba apenas 50% da poténcia necessdria para seu
funcionamento.

10 kN 30 kN
C D
g
E 2
g 20 kN
<
g g
[\l [\l
A B
G
| | L
! 4m ! 4m !



A figura anterior mostra uma estrutura em equilibrio formada por onze barras. Todas as barras #&m peso desprezivel. O
apoio 4 impede deslocamentos nas direcbes horizontal e vertical, enquanto o apoio B somente impede deslocamentos
na direcéo vertical. Nos pontos C e D hé cargas concentradas verticais e no ponto F é aplicada uma carga horizontal.
Determine os valores das forcas, em kN, a que estdo submetidas as barras BG e EG.

Dados:
e J2=14.¢
e 52202

Resolucdo:

Condicao para isostdtica:

2N=B+R

2-7=11+3= OK!

1,=0 =20-2+30-4=V,-8=V,=20kN

> F,=0=>H,=20kN

> F,=0=10+30=V,+V,=V,=40-20=V,=20 kN

N6 F:
Nee 20

N, D> F,=0=> N, =20kN(T)
D F,=0=N,, =20
Né B:

1

2 2
—=——sena=—
Ja+16 5 NG

cosa =

=-20/5

Y. F,=0=N,, -coso+ Ny +V; =0=> N, N
; cosa
N, =—2045 kN(T)

D> F,=0=> Nysena+N,; =0:>—20\/§~1+N3s =0

NG
N =40 kN(Tracéo)
Né D:

N, l 30 kN

ZFv =0=N) =0
D F,=0=N,, =-30 kN(C)

NDE

N6 E:
A N, =30

> F,=0=N,.seno.=N,. +N,seno

N, % - 20+(-20J§~%) — 20

Nie :_10\/33 Ny =-22 kN(C)

10



D F,=0= N,.-C0S0+ N, = Ny + Ny - COSQL

—10\/5-% +(-380)=N,, + (—20J§)

—40+20=N,, =
N,;=-20kN(C)

A

5

Resposta: BG:40 kN (Tragéo)
EG:-20 kN (Compressao)

Determine a energia total armazenada pelos capacitores do circuito infinito da figura abaixo.

A 2R/3 C 2R3 2R/3
R R R R R R Infinitas
repetigoes
U— C C —-—C
R R R R R R
MWW : MWW : MWW
B 2R/3 D 2R/3 2R/3
Dados:
*R=3Q
e U=8V
e C=1F
Resolugdo:
Faremos transformagées delta-estrela:
A 2R/3 C R/4 R/4
4 C
—_—
R R 3R/8

Até o capacitor entre C e D, temos:

R/4 R/4
Considerando x, a resisténcia equivalente total, temos:
R/4 R/4
X 3{% X
R/4  R/4

11



822

, BR R 5R* 3R 3R?
Xt — X X———=—X+——

4 2 8 4 8
x=R

Podemos analisar o circuito total onde as tensées V;, V,, ... sGo aquelas medidas nos terminais dos capacitores de capaciténcia C.

R/4 R/4 R/4 R/4
Wk Wik Yk W
+ +
U— g 3R/A v, g3RA REV, -
W Wik A W
R/4 R/4 R/4 R/A
Para 7;, temos:
.U
=2
R
i
V.=R.=
b3
U
"3
Podemos escrever entdo:
y VU
3 9
V.
e

As tensbes nos capacitores estdo em P. G infinita.

A energia total nos capacitores serd:

E,u= g |:V12 + sz +]
2 - 2
Soma de P.G infinita
UZ
C 9
Epu=——7
2 1
9
2
Emml = g ) Ui
2 8
1 8
Erotal =5 o
2 8
E 4J

total —

12



Material
ferromagnético
Alvolts]
R=2Q
—m—(_)—— 200
—
Fonte >
de @ &7 § r t
tensdo — 2
— ~200
- ——
Figura 1 Figura 2

A Figura 1 mostra um material ferromagnético envolto por um solenoide, ao qual é aplicado o pulso de tensdo senoidal
de duracéo T, conforme mostrado na Figura 2. O pulso produz um aquecimento no material ferromagnético, cuja
energia, em joules, é dada por:
onde: * energia de aquecimento: E
* duracéo do pulso de tenséo senoidal aplicado ao solenéide: T;
* densidade méxima do fluxo magnético: B,.
A energia proveniente do aquecimento do material ferromagnético é usada para aquecer 15 L de dgua de 20 °C para
100 °C, sendo que o rendimento desse processo de transferéncia de calor ¢ 90%.
De acordo com os dados do problema, determine:
a) a densidade méxima do fluxo magnético B,;
b) a energia produzida no aquecimento do material ferromagnético E;
c) aduracdo do pulso de tenséo senoidal T.
Dados:
*  comprimento do solenoide: 40 cm;
* nUmero de espiras do solenoide: 2.000 espiras;

B,,
E =140 (~2ix)?
=)

e calor especifico da dgua: 1%;

e lcal=4,2Je
Wb

e permeabilidade magnética do material ferromagnético: 20 x 10~ y
.m

Consideragdes:
* o comprimento do solenoide é consideravelmente maior que seu raio interno; e

e despreze o efeito indutivo do solenoide.

Resolucdo:
O) R. imdx = Vma’x
2 i = 200
ima’x =1004

Bmdx = lufemag I lmwc

20-1072:10°-10?
B = P
40-10
Bma'x :]T

b)  Qigua = Migua - Cigua - AO
ngua =15. 4,2 103 . 80
Qigua =5040 kJ

Qa' gua
E

0,9 5040
E

17 térmico

E =5600 kJ
B .
E=140 . (—2)?
g (22
5600~1O3:140-(%)2

4.10* :(3)2

13



. . espaco
raio luminoso pac
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A atmosfera densa de um planeta hipotético tem um indice de refracdo dependente das condigdes meteoroldgicas do
local, tais como presséo, temperatura e umidade. Considere um modelo no qual a regido da atmosfera é formada por k&
+1 camadas de indice de refracdo diferentes, n o, n 4, ..., n |, de 1 km de altura cada, onde o indice de refracéo decai
10% a cada quildmetro de aumento na altitude. Considerando somente os efeitos da reflexdo e da refracdo na
atmosfera, se um raio luminoso, proveniente de um laser muito potente for disparado da superficie do planeta, formando
um angulo de 60° com a tangente & superficie, verifique se esse raio alcancard o espaco, e, em caso negativo, determine
qual serd a altitude maxima alcangada pelo raio.

Dados:

* o planeta é esférico com raio Rp = 6.370 km;
i IOglo(g) = 0,95 e IOglo(Z) = 0,3,’ e

e =09

Resolugdo:

Para a refragéo do raio nas diferentes camadas, temos:
N,-sen30° =N, -seng,
N,-seng,=N, -sené,

N, ,-senf_,=N_,-send__,
| S—

90°

N,-sen30°=N_ _,-sen90°

1
NO'E:Nx—l'l

N, -%:N0 (0,9)" 1

2=(0,9)"
log 2=(1-x)-[log 9—log10]
0,3=(1-x)-(0,95-1)
0,3=(x-1)-0,05 »x=7

Portanto, o raio ndo alcangard o espaco e a méxima altitude alcancada pelo raio serd de 7 km.
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